
 

 ی پویاریزبرنامه

Dynamic Programming 

 مقدمه: (0

ب نر ب شر يتتت شن   به بيب نت ي ي به  رش شر يتتت هدشدهدستتتب

شز شبزشره ر  س زربيينهحل مس ئل  شگ  در. گونن س زر بيينه

س زر رن ضه س زر رش بيينهمسئله بيينه، يودرن ضه شسبف ده 

ب ي مه رن ضه به دو ي خه ميم . رنزر رن ضه گونن ن  ب ي مه

  مبغي ه  شنستتب ررنزب ي مه در .يتتودشنستتب  و يون  سيستتيم مه

م    يل شز ز مه در ومستتتب ي  س بعه شز رنزب  ه   ن  مبغي  ر يو

ه کنب ل بيينه ييز ر يون  رش مستتتئلرنزب ي مهمستتتئله . ي شزم  

ي ره شبب ش شنت يويب ر در. ي من مه سئلهبه س رنخچه شنت شر ش  م

حس ب ، مسئلهشنت سه روش حل سپس ، دشيبه آ  سع نف و

ر رنزب ي مهروش  شصتتتل م کزنپم يويب ر شگيت و، سغيي شت

ش نحيون   ضي ت مورد. يودمه س س ب ، يي ز شنت بحثرن  ح

يل ، شيبگ شل دنف شيستتتيل و ع دلات دنف شيستتت ، يورک ظپه)م

 . شست و مع دلات دنف شيسيل ب  مشبي ت جزئه (1389
 

 ایپو یزیربرنامه خچهیتار (1-0

س ل س ئله در فيزنک ودر  ضه  ه ر ي ن يه ق   هف هم م رن 

ر يون  و رنزب ي مهعنوش  به ه  رشکه دو ق   بع  آ  مط ح ي 

 محيطيهمشزجپلته مستتتئلته . کنب ل بيينته سع نف يتتتت 

(Isoperimetric) بيت دو ييطهث بت  به طولطن به . شستتتت 

که  يتتتطل طن ب رش نن   سعييت کني ، ق شر دشرد Aو B  ث بت

مط بق ه  ستتطح محرتتور بيت طن ب و محور، Sمستت حت 

 .يودم کزنپم  (1يطل )
  

 (1يطل)
 

ب  سغيي   ف ض يود ، AB شگ  مع دله طن ب

𝑆 مع دله طن ب مس حت = ∫ 𝑦𝑑𝑥
𝑏

𝑎
آ   طولوله  کن مه سغيي  

∫ √1 + 𝑦2̇𝑑𝑥 = 𝑙
𝑏

𝑎
 yيس مسئله سعييت س بع. بت شستث  

 :که طوررهب، شست
 

𝑀𝑎𝑥𝑆 = ∫ 𝑦𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 𝑠. 𝑡. ∫ √1 + 𝑦2̇𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 𝑙

 
 

س ل سوس  رن ضي شي    طه ق نب نيل يظ ن  آ  ه وئلشنت مس

 ب  شنج د يي نت لاگ شيژدرلژشي ر و ، شونل ، ب يولهبزرگه م ين  

 Calculus) سغيي شتي م حستت ب هب رن ضتتي تشز شر يتت خه

Variation)  ي س ل شز بحث فوق  يزدنک به. حل  ست  دون

 1924ب ر در س ل شوليتب شر ، گذيتمه در رن ضه و فيزنک

عنوش  سحتشر در مي له (G. C .Eveance) شوشيس. ستته. جه

سبف ده ر يون  رنزب ي مه شز گ شيحر ريون نه نک  ر د ش در شقب

 1960 س  1950 ه ردههشز . (37-33 :1393، )يورک ظپهک د 

مستتت ئل فوق ح لت  ر يون  و کنب ل بيينه سع نف ورنزب ي مه

 . ي دشزنممه که به سع نف آ  خ صه شز آ  لح ظ ي 
 

 ی پویاریزبرنامهصوری  تعریف. (0-2

 کنيم:مه شسبف ده عوشمل زن  شز ر يون رنزب ي مهدر 

 ف صلهطور ييوسبه در هدهيم بيش   مه tبه  رش که متغير زمان

0t t T   ن  مه سغيي م   شول otک ي نه T، يهز م   شيب  ز

(Terminal Time) شست . 

يت     لت، (State Variable) مبغي  وضتتتع حا به  ،یا  رش 

( )ix t       ش ستدشده که س بعه ي سبه شز زم   ش مبغي  . ييو

ضعيت  ض ر مپطت  Xو به نک ف

𝑆سعلق دشرد  Sمتت ينتت   ⊆ ℝ𝑛𝑋ℇ𝑆, ( 2در يتتتطتتل)   مبغي

 x زم يهدو مسي   وفض ر مپطت سيپه  بع رنکوضعيت 

(t) رسم ي ه شست.  
 

 

 

l

x

( )y f x

( ( ), ( ),... ( ))nx t x t x t1 2X



 رنزر يون ب ي مه
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 (2يطل )

 
 

ست که  :(Control Variable) متغير کنترل سيله بهمبغي ن و

         شنت مبغي  رش بتته  ، گتتذشردآ  ب  مبغي  وضتتتعيتتت شث  مه

mيشتتت   دشده و
(t) U .  شگ

)مبغي  کنب ل  )U t   شر ييوسبه شست صورت سطههب ، ب ي

شز زم    هس بع مبغي  کنب ل شگ . ملاحظه کني  رش(3يتتتطل )

مبغي  وضتتعيت  س بع شز زم   و شگ  رش کنب ل ب ز و آ ، ب يتت 

 . (188 :1386، )شننب ليگيبور گونن رش مبغي  بسبه  آ  ب ي 
 

 

 (3يطل )
 

 
 

سعلق  به نک فضتت ر مپطت م ين  ، مبغي  کنب ل ييز

 . دشرد

کت له حر عاد طه ب(Motion Equation) م يت مبغي  : رشب

  ،شستوضعيت و مبغي  کنب ل 
 

�̇�(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑈(𝑡), 𝑋(𝑡)) 
 

�̇�(𝑡)  شبق ب دشر سب  X(t)م ست tب ح يود رشبطه . ش سوجه 

 . مع دله دنف شيسيل شست nفوق نک دسبگ ه 
 

: در مستتتئله کنب ل (Objective Functional) تابعي هدف

 صورت زن  شست: بهس بعه ه ف 
 

𝑀𝑎𝑥 ن 𝑀𝑖𝑛[𝑈(𝑡)] = ∫ 𝐼(𝑡, 𝑋(𝑡), 𝑈(𝑡))𝑑𝑡 + 𝐹(𝑋(𝑇), 𝑇)

𝑇

𝑡0

 

 
 

 . موسوم به س بع شيبي نه شست Fو س بع  س بع مي يه، I، شيبگ شل ه

: عب رت شز سعييت مبغي  کنترل بهينه ی پویا یاریزبرنامه مسئله

ضعيت بيينهبهو  U*(t)کنب ل بيينه  سطه آ  سعييت مبغي  و  وش

X*(t) سبت به مع دله ح کت ست س  س بعه ه ف ي شينه ، ش بي

 : نعنه دشرنم، ن  کپينه ب ي 

 
𝑀𝑎𝑥 ن 𝑀𝑖𝑛𝑉[𝑈(𝑡)] = ∫ 𝐼(𝑡, 𝑋(𝑡), 𝑈(𝑡))𝑑𝑡 +

𝑇

𝑡0

𝐹(𝑋(𝑇), 𝑇).. 

(2) s.t �̇�(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑈(𝑡), 𝑋(𝑡))  
 

سئله      ض ر مپطت مبغي   و 𝑋(𝑡0) ، 𝑋(𝑇)، ،Tدر شنت م ف

مستتئله  رش (2) مستتئله. مف وض ب يتت و ب خه شز قيود  کنب ل

 . ي من  (Bolza) کنب ل بولزش

س ئل ق نپه که س       بحثه شز مبغي  کنب ل يبود 1950دهه  م

  :شستصورت زن  به

𝑀𝑎𝑥 ن 𝑀𝑖𝑛𝑉(𝑡) = ∫ 𝐼 (𝑡, 𝑋(𝑡), �̇�(𝑡)) 𝑑𝑡

𝑇

𝑡0

(3)  

 

: 1393 ، کنب ل لاگ شيژ ي مي ي  )يورک ظپه مستتتئله رش شنت    

28-32) . 

mB 

( ( ), ( ),..., ( ))m(t) u t u t u t 1 2U
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 روش حساب تغییرات  (1

روش حستتت ب سغيي شت  (3)ه س نت روش حل مستتتئلق نپه

 :شستصورت زن  هببع ر نک، بغي  وضعيتم  x(t). شست
 

𝑀𝑎𝑥 ن 𝑀𝑖𝑛𝑉(𝑡) = ∫ 𝐼(𝑡, 𝑥(𝑡), �̇�(𝑡))𝑑𝑡

𝑇

𝑡0

 

𝑥(𝑡0) = 𝐴 و x(T)=B 
 

 در، ف ض ک ده يذن مشتتتبقو  t  ،xيستتتبت به  Iس بع     

، سوش  رستتم ک دمه Bو Aمستتي  بيت  تيي نبه (2يتتطل )

 مستتتي  بيينه رش نن   سعييت کنيم س  س بعه x*(t)خوشهيم مه

شنت مستتي  بيبنه شز قضتتيه زن  . م کزنپم ن  مينيپم ب يتت  (3)

 . آن مه دستهب
 

 شرط لازم مرتبه اول اویلر ، قضيه (1-1

که س بعه طورربه Aفضتت ر مپطت س بعه ب يتت  شز x*(t)شگ  

يستبت به مبغي ه   Iشيبگ شل ه  و رش م کزنپم ن  مينيپم کن  (3)

در مع دله دنف شيسيل  x*(t) ن آمهآيگ ه لازم ، يذن  ب ي مشبق

  زن  ص ق کن :
 

(4)    𝜕𝐼

𝜕𝑥
−

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐼

𝜕�̇�
) = 0 

 

و  (Leonard Euler ) شنت مع دله موستتوم به مع دله شونل     

به دوم شستتتت يل م س له دنف شيستتت ع د له . م ع د شز حل شنت م

دستتت بهب  دو ث بت دلخوشه  x*(t)مستتي  بيينه  دنف شيستتيل

شنت کپک ه ب، گذردمه Bو  Aشنت مسي  بيينه شز يي ط ، آن مه

: هپ  ) ن آدستتت مههبه ر دلخوشه مستتي  بيينه ث بت ،يي ط

47-52): 
 

ضيه2-1 Marie -Adrien) شرط لازم مرتبه دوم لژاندر ( ق

Legendre): 

,𝐼(𝑡ل ه شيبگ ش شز 𝑥(𝑡), �̇�(𝑡))  به دوم آ  ب شر مشتتتبق م س

 دشرنم:، ،�̇�(𝑡)يسبت به 
 

 (5)                  

*

*

( )
.

( )
.

I x
Min Path

x

I x
Max Path

x

 


 










2

2

2

2

 

 

 يون ر رنزردر مسئله ب ي مه شرط کافي: ( قضيه1-3
 

𝑀𝑎𝑥. 𝑜𝑟𝑀𝑖𝑛. 𝑉(𝑡) = ∫ 𝐼(𝑡, 𝑥(𝑡), �̇�(𝑡))𝑑𝑡

𝑇

𝑡0

 

 

ل ه ، يتتت ط لازم شونل  يتتت ط ک فه ييز هستتتت شگ  شيبگ ش

𝐼(𝑡, 𝑥(𝑡), �̇�(𝑡))  به دو مبغي بت  لت  �̇�و  x يستتت ح  ب شر 

 . ب شر ح لت کپينه مح ب ب ي  ميع  و بيشينه

 سيع  سعييت کپک م س نس هشيت شنت س بع شنت سح ب وه ب    

 :دشرنم يودمه
 

 

(6)
, .

, .

Strictiy Convex Min Path

Strictiy Concave Max Path

   

   





1 2

1 2

H H

H H

 

 . (100-96 :هپ  )
 

 دو تعميم از مسئله حساب تغييرات( 1-4

شگ  در س بع زن  علامت شيبگ شل مشتتتبي ت م شسب ب لاس  ييز 

ي  يبه ب  شبق م سبه دوم  مثلاً، وجود دش س بعه ه ف دشرشر م

 :نعنه، ب ي ييز 

𝑉[𝑥] = ∫ 𝐼(𝑡, 𝑥, 𝑥,̇

𝑇

 

�̈�)𝑑𝑡 

(7)      
 

شز مع دله   نب  يتتتودکههم ث بت( 4) ل نرشبطه شو رج هب    

 . يودهم شسبف ده  نز صورتبهيوشسو  -ل نشو
 

𝜕𝐼

𝜕𝑥
−

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐼

𝜕�̇�
) +

𝑑2

𝑑𝑡2 (
𝜕2𝐼

𝜕�̈�2) = 0       (8) 

 

x

  
 

  
 
 

  
   

2 2

2

2 2

2

I I

x xx

I I

x x x

H
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 :مندشر، ميدشيبه ب ي تيوضع  يمبغ nشگ  ، دوم ح لت    
 

(9)         

0

1 2 1 2& in ( , , ,..., , , ,..., )
T

n n

t

tMax M I t x x x x x x d 

 

ست  nس بعه فوق دشرشر      ضعيت ش صورت  شنت درمبغي  و

سي   ي ط لازم ب شر وجود صورت بهمع دله شونل   n، بيينهم

 :زن  شست

(10) 
 

( ) , , ...,

i i

I d I
i n

x dt x

 
  

 
1 2 

 

سبگ ه  شز     سيل مع دله nد سي   nفوق مجيوله  n دنف شي م

يتت ط لازم فوق . يتتودمه تيبيينه مبغي ه ر وضتتعيت سعي

س بع )ک فيستتتت شگ   , , ,..... , , ,... )n nI t x x x x x x1 2 1 2

,، ixوixيستتبت به مبغي ه ر ,...,i n1 ب شر بيشتتينه 2

 . (76-70هپ  :) مينيپم مح ب ب ي  ب شر ميع  و
 

 در حساب تغييرات:1مسائل مقيد (5-1

شز يوع سوشبع  شري مع دله، مستت ور رنزر يون  ب  قيوددر ب ي مه 

يل و هپچنيت قيود معپوله و ع دلات دنف شيستتت شيبگ شله  م

  .موشجه هسبيم
 

 ای ( قيود معادله1-5-1

 گي نم:رنزر يون ر زن  رش در يظ  مهمسئله ب ي مه

(11) 

& ( , , , , )

. . ( , )

T

t
Max MinV I t x x x x dt

s t g t x x c





 1 2 1 2

1 2

 

                                                           
1- Constrained problems 

)سبه مح ب  , )x h t x2 ( مي شر 11س بعه ) در، شز قي 1

 :يودمه مبغي ه ب لنکح لت  هب همسئل، گذشرنممه

 

& ( , , )
T

t
Max MinV I t x x dt  1 1 1 

 . شنت روش ج نگذشرر ي م دشرد

 ر شنستتب رنزب ي مههپ ين  روش دوم شستتبف ده شز س بع لاگ شيژ 

 دشرنم:، شست

(12) 

( , , , , ) ( ) [ ( , , , , )]L I t x x x x t c g t x x x x  1 2 1 2 1 2 1 2 

( )t ، ضتت نب لاگ شيژ س بعه شزt که ، شز روشب  زن . شستتت

 کنيم:شسبف ده مه، شست لاگ شيژ–موسوم به مع دله شونل  

 ي ط لازم م سبه شول

( )

( )

( ) [ ( , , , , )]

L d L

x dt x

L d L

x dt x

L d L
c g t x x x x

dt 

 
 

 

 
 

 

 
   

 











1 1

2 2

1 2 1 2

 

 

*ر بيينهمستتي ه شز دستتبگ ه فوق 
( )t و*

( )x t2 و*
( )x t1

 . (182-179هپ  : ) وديمه سعييت
 

 ای ( قيود نامعادله1-5-2

 : شستشر ي مع دلهصورت به زن  قيودمسئله در 

(13) 

𝑀𝑎𝑥𝑉(𝑡) = ∫ 𝐼 (𝑡, 𝑋(𝑡), �̇�(𝑡)) 𝑑𝑡

𝑇

𝑡0

 

 

𝑠. 𝑡 𝐺𝑚×1(𝑡, 𝑋, �̇�) ≤ 𝐶𝑚×1 
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1که در آ  2( , ,... )nX x x x  س بع لاگ شيژ رش سشطيل
 ، دشرنم. دهيممه

 

𝐿 = 𝐼(𝑡, 𝑋, �̇�) + 𝜆[𝐶 − 𝐺(𝑡, 𝑋, �̇�)] 
 

 :زن  شستصورت به لاگ شيژ -ل نمع دله شو
 

                    )14(
 
 

 

 :هپ ين  ي شن  ک   س ک  دشرنم
 

𝜆[𝐶 − 𝐺(𝑡, 𝑋, �̇�)] = 0 
 

و جوشب ب  رور ، مع دلهصتتتورت به ن  قي ، آخ رشبطه  mشز

𝜆𝑖قي  شست و ن   = نعنه جوشب دشخله و رور قي  شست    0

*مي دن  بيينه شز شنت دستتتبگ ه. ييستتتت *
( ), ( )X t tسعييت 

 . يودمه
 

 قيود انتگرالي  (1-5-3

 زن  شست:صورت به مسئله

(15) 

𝑀𝑎𝑥𝑣 = ∫ 𝐼
𝑇

𝑡

(𝑡, 𝑥, �̇�)𝑑𝑡 

 

∫ 𝐺(𝑡, 𝑥, �̇�
𝑇

𝑡

)𝑑𝑡 = 𝑙 

𝑀

 

 

 ، شستث بت  𝜆زن  صورت ، بهلاگ شيژس بع  در يودمه ث بت

(16) 
𝐿 = 𝐼(𝑡, 𝑥, �̇�) − 𝜆𝐺(𝑡, 𝑥, �̇�) 

 

 دشرنم؛، دهيمل  ت لاگ شيژ رش سشطيل مهنح ل مع دله شو
 

𝜕𝐿

𝜕𝑥
−

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�
) = 0

⇒
𝜕𝐼

𝜕𝑥
− 𝜆

𝜕𝐺

𝜕𝑥
−

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐼

𝜕�̇�
− 𝜆

𝜕𝐺

𝜕�̇�
)

= 0 
 

مسي  بيينه شز شنت مع دله دنف شيسيل ب  سوجه به ث بت بود 

يه . کنيمرش سعييت مه  به يتتت شن  شول بتب  سوجه  ه ر ث 

رش سعييت  ث بت، ب  سوجه به قي  شيبگ شله هپچنيتو  جوشب

 .(192-187هپ  : ) کنيممه

 

 (Transversality Conditions) شرايط تقاطع (1-6

ي  و x(T)ه ر ب لا مي شر در مث ل . مف وض بود Tهنزم   شيب

 سوش  مي دن مه آ  شستتت که ر يون رنزب ي مهشهپيت مستتئله 

ي شن  سي طع ن   ،روشب  زن شز  بيينه شنت دو رش سوم به  که مو

( 3يون  )رنزر ب ي مهدر مسئله . دست آوردهب، ستش س شگ در

 دشيبيم:

𝑀𝑎𝑥 ن 𝑀𝑖𝑛𝑉(𝑡) = ∫ 𝐼(𝑡, 𝑥(𝑡), �̇�(𝑡))𝑑𝑡

𝑇

𝑡0

 

 

ث بت نعنه  و، ح ل ف ض کنيم ييطه يتتت وع 

 ح لات زن  وجود دشرد:

لت اول: ب يتتت  x(T)دشده يتتت ه و  Tحا له رش ، آزشد  مستتتئ

 ، يودمه ث بت (5يطل )، ر عپودر ي من رنزب ي مه
 

 (5يطل)

 
 

     . ل  ب ق شر شستن: رشبطه شوشننطه شول

ي ط سي طعدوم شننطه  سوم به  ست : رشبطه زن  که مو ب ن   ش

 :ب ي  ب ق شر
 

(17)         (
𝜕𝐼

𝜕�̇�
)|

𝑇∗
= 0 

( )
L d L

dt

 
 

 X X

( ) ( , )
L d L

C G t
dt

 
   

 
X, X

 



*x



( ) x t x
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رش  مستتتئله. دشده يتتت ه ب يتتت  x(T)آزشد و  T حالت دوم:

يتتت ط . ملاحظه کني  ( رش6يتتتطل )، فيه ي من ر شرنزب ي مه

 زن  شست:صورت به سي طع

𝐼 − �̇�(
𝜕𝐼

𝜕�̇�
)|

𝑇∗
= 0         (18)  
 

 (6يطل )
 

لت سوووم: ي نهمه حا طه شيب        ب  رور منحنه خوشهيم يي

𝑥(𝑇) = 𝜙(𝑇)  که موستتتوم به منحنه شيبي نه  (7) يتتتطل م ين

 . ب ي ، شست

 (7يطل )
 

 

 
 . است زیرصورت به شرط تقاطع

 

𝑰 + (�́� − �̇�)𝑰�̇�|𝑻 = 𝟎 
 

)minمف وض  T حالت چهارم: )x t x 

 (17سي طع ) مف وض شستتت شز يتت ط Tدر شنت ح لت نو  

 :کنيمشسبف ده مه

 

(
𝜕𝐼

𝜕�̇�
)|

𝑇∗
= 0 

 

طه ن دستتتت مهبه شز شنت رشب ب يتتتيم. آ به  شگ  دشيتتت

صتتتورتشنتغي در، شنمبه ميرتتتود رستتتي ه 

بت ، ق شر دشده  ث  ي نه  طه شيب لت يي ح  ن   م ي

 . آورنمدست مهبهض شنب رش 

 دشده ي ه و  x(T(: حالت پنجم

کنيم شز ح لت دوم شسبف ده مه. مف وض شست x(T)در شنت ح لت 

 گي نم:ک ر مهبهرش  (18و ي ط سي طع )
 

𝐼 − �̇�(
𝜕𝐼

𝜕�̇�
)|

𝑇∗
= 0 

 

بود  شگ  ، آن دست مهبه شز شنت ي ط سي طع     

م به شگ  . قبول شستتتتمورد که جوشب  دستتتت آ

 . يودمه شسبف ده صورتشنتدر

، آزشد ب يتتن  ه دو x(T)و Tمپطت شستتت  حالت شوو:ووم:

( شست که ب ن  18( و)17صورت ي شن  سي طع روشب  )درشنت

 .(133-123هپ  : ) ب ين  ب ق شرسوأم ً 

ه ر مستتي  يتت ط سي طع ث بت کپک يتت شن  شوليه وهب نکته:

 . يودمه مح سبهبيينه 

 

 :(Optimal control theory) نظريه کنترل بهینه -5

در ، شستتتحستت ب سغيي شت ، گستتب ش م ر ، مستتئله کنب ل

يويب ر ، رن ضتتتي ش  ي بين ر روستتته 1965س   1950ه ردهه

يتت شن  لازم شصتتل ، (Lev SemenovichPontryaginشگيت )

ضوع به . م کزنم رش شرشئه دشد ي   مو يت  سئله ب شر رو زن  م

 . سوجه يود

فت  شز شستتتبخ ش   ب  ي خ  Sذخي ه  ب نک منبع ي

ميزش  ذخي ه منبع در ه  لحظه شز زم   . کنيممه S tشست .

ب  ميزش  ذخي ه   E(t)  ي خ شستتبخ ش  S t گذشردشث  مه .

*x

*

minx x

*

minx x

T a

*T*
T a

*T a

* *, ( )T a x T

 tE
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وش سمه S t شستمبغي  کنب ل ، رش مبغي  وضعيت و .

 زن  ب ق شر شست: بيت شنت دو رشبطه
 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝐸(𝑡) ⟺ �̇� = −𝐸(𝑡)

  

 قيپت ه  شگ . شستتتموستتوم به مع دله ح کت  شنت رشبطه    

هزننه در ه   و P(t),بشطه يفت در ه  لحظه در ب زشر بورس 

)صورت به س بعه لحظه , ( ), ( ))C t S t E t ، سئله شنت ح ل م

شنت مع   شستتبخ ش  کنيم و ميزش   شستتت که ب  نه ي خه شز

س  ستتتود شرزش فعله ، ذخي ه در ه  لحظه نه مي شر شستتتت

]در ف صتتله  شستتبخ ش  شز شنت منبع , ]T شگ  ؟بيشتتينه يتتود 

صورت به فعله س بعه سود شرزش ب ي  ρ گذشررس م نهسود 

 زن  شست: 
 

(19)        

max [ ( ). ( ) ( , ( ), ( )]
T

t
p t E t C t S t E t e dt





  

�̇� = −𝐸(𝑡)
 ( )S S 

 

,S T شي مف وض ،( )S T آزشد . 

 ره يپويه )ب شر. شستBolza (2 )مسئله  هيفوق يب مسئله    

 Seedeater, Further Mathematics .ك.  نهيزم تندر ش گ ند

for Economics Analysis, 2008 )ينيبب  . 

 

صل ماکزیمم2-1 پونتری  (The Maximum principle) ( ا

 اگين

سئله ) ضعيت و نک مبغي  کنب  نک که (2م رش  دشردل مبغي  و

 گي نم: در يظ  مه
 

𝑀𝑎𝑥𝑉[𝑈(𝑡)] = ∫ 𝐼(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡
𝑇

𝑡0
.. 
s. t�̇�(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)) .(20)         

)مف وض  )x t xT,و آزشد=x(T) 
( , )t t Tو( )u t B R  

*دستتتت آورد  مستتتي ه ر بيينهبهب شر 
( )u t و*

( )x t  شز

 . يودمه فض ه ر مپطت شز قضيه زن  شسبف ده
 

 شرط لازم اصل ماکزیمم: قضيه (2-1-1

  زن  سشطيل دشده:صورت به رش (Hamiltonian) س بع ه ميلبو 

(21)max ( , ( ), ( )) ( ) ( , ( ), ( ))
u

H I t x t u t t f t x t u t  

 λ(𝑡) وضتتتعيترش مبغي  هم (Costate Variable)  ن  شلح قه

*شگ . خوشين مه
( )u t و 𝑥∗(𝑡)  و𝜆∗(𝑡)   مستتي  بيينه ب يتتن 

سئله کنب ل ) که شينه کن  (20م ي شن  شنتدر، رش بي صورت 

 زن  ب ق شر شست:

، م کزنپم شستتتت uيستتتبت به  Hه  ميلبو  س بع، اینکه اول

 :دشرنم

(1-22)                 ) max
u

H
H

u


 


1 

 : uبه يسبت Hي ط م کزنپم بود  
2

2

H

u





  . 

که شز آ  مع دله  شستتت زن صتتورت به يتت ط دوم، دوم شننطه

 آن :مه دستهح کت ب
 

(22-2)       

      )  , ( ,
H

x x t f t u t x t



 


2 

 

 :زن شستصورت به ي ط سوم، سوم شننطه
 

(22-3)                       )
H

x



 


3 

 

سه مع دله  سوم دوم ومع دلات  مع دله شول جب ر و (22) شز 

*ه ر بيينه مستتتي ، شي معپولهمع دلات دنف شيستتتيل 
( )u t، 

𝑥∗(𝑡)  ،𝜆∗(𝑡) ب  سوجه به مف وض بود  . ن آمهدستتتت به

  , , ( )x T T x  ث بت مستتتي ه ر فوق نب   سعييتضتتت ش

 . يودمه

 tE



 رنزر يون ب ي مه

8 

 

م کزنپم صتتورت به پوشره ب ن ه (20)مستتئله کنب ل :1نکته 

کپينه ب ي  ک فيست در منفه آ  صورت به شگ  مسئله، ب ي 

 . آن دربيشينه صورت به  رش ض ب س

خطه ،  uشگ  س بع ه ميلبو  يستتتبت به مبغي  کنب ل  :2نکته

 . شبب ش ن  شيبي  خوشه  بودu ،جوشب بيينه، ب ي 
 

 :( شرایط تقاطع2-2

 يود: مه زن  ث بتصورت به شنت ي شن  در شصل م کزنپم
 

(32)( )T    شگT  مف وض و𝑥(𝑇)  آزشد ب ي 

( )H T  شگx(T) مف وض و T  آزشد ب ي 

( ) |TH t    هنتتشگتت  متتنتتحتتنتته شيتتبتتيتت

( )Tx T  ب ي 

ه ر مخبلف مپطت فوق به روش  ن رشثب ت قض    

 ( 266-250هپ  :). شست
 

 ط کافي در مسئله کنترلایشر( 2-2-2

 (O. L. Mangazerian) ال منگازرین -او : قضيهکافيشرط 

 ( ب شر م کزنپم مطلق20ي ط لازم شصل م کزنپم در مسئله )

يذن  و يستتبت به مشتتبق f,F شبعوشگ  س، ک فه شستتت Vس بعه 

(x,u )  بوده در ث يه ب شرميع   . , ,t t T   

)علامت، خطه ب يتتت  x,uيستتتبت به  fشگ   )t
 مه سوشي   

 . شستقضيه ص دق ، ب ي  منفه ييز

 :(J. K. Arrow) شرط کافي اَرو

له ع د م کزنپم شگ  شز م  شول شصتتتل 
H

u





ي شر  uم

  رش

 : که طورربهدست آورنم به

 , ,u u t x 

 

 

 دشيبه ب ييم:  ب  ج نگذشرر در س بع ه ميلبو 
 

(24) 

   ( , , ) , , , .,H I t x u f t x u H t x 
 

      

 

𝑡 شزشر جپيع مي دن به H0 کن  شگ ث بت مه شرو     ∈ [𝑡0, 𝑇] 

سبت به  ي  xي صل م کزنپم، ميع  ب  ي ط لازم ش ييز ، آيگ ه 

ه  بود H0ک فه خوش
م کزنپم   ,𝑥 رش  𝑢),(tH به بت   u يستتت

  .(272-266هپ  : ) خوشييممه
 

 ( چند متغيير کنترل و وضعيت 2-3

سئله کنب ل مبغي  وضعيت دشرشر ف ض مه مؤلفه  nکنيم در م

ب ل دشرشر  ن ک ي   غ ب م لفتته بتته صتتتتورت mو  . هتت رمؤ

( ) ( ( ), ( ), ..., ( ))
m

U t u t u t u t
1 2

 ( ) ( ), ( ), ..., ( )
n

X t x t x t x t
1 2

ه ف و  له  n س بعه  ع د م

 زن  شست: صورت به ح کت
 

( , ( ), ( ))
T

t
MaxV I t X t U t dt  

(52)              

( ) ( , ( ), ( ))

( ) ( , ( ), ( ))
.

( ) ( , ( ), ( ))
n n

x t f t X t U t

x t f t X t U t
s t

x t f t X t U t














1 1

2 2 : 

 

 ي شن  شوليه: 

n   س( ) 1i ix t x i  
 

 ه ر مخبلف زن  شست: ي شن  شيبي نه به صورت
 

)س    )i Tix T x i   )شلف                 1

k   س( )i Tix T x i  1          ب( 

n  سi k 1                  آزشد( )ix T         ( 
 

 دهيم:مه زن  سشطيلصورت به مع دله ه ميلبو  رش
 

(26)     ( , , )
n n

H I t X U f f f      1 1 2 2 
 

وجود  λ1,λ2,  . . .n,λوضتتتعيت مبغي  هم nدر س بع ه ميلبو  

 . دشرد

يس ، بيشتتينه ب يتت  U(t)به ( ب ن  يستتبت26س بع ه ميلبو  ) (1

 دشرنم:
 



 ب ي مهرنزر يون 

9 

 

m س
i

H
i

u


 


1 

H

U






2

2
، 

 

مع دله  nزن  شستتت که صتتورت به رشبطه دوم شصتتل م کزنپم

 : ده مه ح کت رش يبيجه

n  س 
i

i

H
x i




 


1 

 

 زن  شست:صورت به رشبطه سوم شصل م کزنپم

n   س
i

i

H
i

x



  


1 

 

سوم     ست مهبهمع دله  n ييز شز رشبطه  سه. آن د گ يه روشب  

nمشتتبپل ب  شصتتل م کزنم m2ه  آ  مع دله شستتت و شزm 

*کنب ل مبغي 

i
u وn  مبغي*

i
x وn  مبغي*

i
 آن دست مههب. 

( )X tلذش ب  دشيبت، دشده ي ه شستt  وn مي شرix (t ) ،n 

. دست ده بهه  رش مسي ه ر موجود در ث بتحسب ب رشبطه 

  :زن ي ه ر صورتبه ي شن  شيبي نه

ه ر موجود ث بت، ي ب معلوم  Tمف وض و  X (T)شلف( شگ  

 . آن مه دستهب مسي ه 

ب يتتت ؛  X (T)و  آزشد Tب( شگ    ي طع مف وض  يتتت ط س

 : ب شب ست
 

|
T

H  
 

يتت شن  سي طع  شز، آزشد ب يتت  X (T) و دشده يتت ه T ( شگ   

 دشرنم: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
n

T T T T       1 2 
 

)د( شگ  )
i i

x T يتتت ط سي طع شز، منحنه شيبي نه ب يتتت 

 دشرنم:

( ) |i i TH    
 

که ح لاسه  )ب شر  )
i Ti

x T x  ي طع، ب يتتت  يتتت شن  س

 زن  شست:صورت به
 

[ ( ) ] ( )
i Ti i

x T x T  
 

*مسي ه ر بيينه ه رث بت ب  شسبف ده شز روشب  فوق
( )U t ،

*
( )X t و𝜆∗(𝑡)  (312-306هپ  : ) آن دست مههب . 

 

جاری( 2-4 تون  ل ي م ها بع   The current valve) تا

Hamiltonian): 

ض نب شرزش فعله اگر t س بع مي يه دشرشر 
e

  ي نعنه  ،ب 

 دشيبه ب ييم: 
 

(72)                 ( , , )
tT

Max V I t x u e dt


   
)، س ن  ي شن  و , , )x f t x u. t. s 
 

tسوش  ب  حذفمه
e

 ه ر که عب رسه مثبت شستتتت ف مول

س بع . ددستتت آوربهس ر ستت دهصتتورت به شصتتل م کزنپم رش

 ه ميلبو  ب شب  شست ب :
 

( , , ) ( , , )
t

H I t x u e f t x u





  
 

t، کنيممه شم  ف ض
me





 ، درH گذشرنممه مي شر ، 

 

[ ( , , ) ( , , )]
t

H I t x u mf t x u e


  
 

دشخل ک ويتته رش به 
c

H ج رر ه ميلبو  رش آ  و يشتت   دشده 

 دشرنم:. ي ميممه
 

(28)           ( , , ) ( , , )
c

H I t x u mf t x u   
 

صل م کزنپم يودمه صورت ث بتشنتدر صورت به روشب  ش

 زن  شست: 
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(29)           

c

c
u

c

c

H
Max H

u

H
x

m

H
m m

x



 









  












 

 

 زن  شست: صورت به ي شن  سي طع، يودمه ث بت
( )m T    آزشد ( )Tx ،T مف وض 

|c TH    آزشدT  ،( )Tx مف وض 

(03) ( ) |T c Tx T H m    منحنه شيبي نه 

max( ) |c TT T H  ،maxT T شگ 

min( ( ) ) |TTx x m ،min( )Tx x  شگ 
 

 :مقيدمسائل کنترل  (2-5

 ردشرش شستتتت مپطت ح کت مع دله ب شفزو  کنب ل مستتتئله

ي  زيي روديق  و رشي مع دله ،رشمع دله صورتبه وديق تنش. ب 

 . شست هشيبگ شل

 

 :اینامعادلهای و قیود معادله

 گیریم: مسئله کنترل زیر را در نظر می

( , ( ), ( ))
T

MaxV I t X t U t dt  

(13)( , ( ), ( ))x f t X t U t  

1 ي شن  م زر 1( , ( ), ( ))s sG t X t U t C  
 

سئله س دگه م و نک قي   u2و u1شر ب  دو مبغيي  کنب لب شر 

 دشرنم:، گي نمدر يظ  مه

( , ( ), ( ), ( ))
T

Max V I t x t u t u t dt  1 2 

( , ( ), ( ), ( ))x f t x t u t u t 1 2. t. s 

( , ( ), ( ), ( ))g t x t u t u t C1 2 

 دهيم: س بع لاگ شيژ رش سشطيل مه

(32)      

( , , , ) ( ) ( , , , ) ( )[ ( , , , )]L I t x u u t f t x u u P t C g t x u u   1 2 1 2 1 2 

سه رشبطه شصل م کزنپم . لاگ شيژ شستض نب  P(t)که در آ  

 :دشرنم، يونسيمرش مه

 صتتتورت س بعشنتدر، ه ر دشخله ب يتتت جوشب u2و u1شگ  

Uلاگ شيژ يسبت به Uو 1  ، م کزنپم ب ي  2

[ , ],

L

u L
t T

L U

u




 
  

 




2
1

2

2

0 

 دشرنم: ، يونسيممه رشسوم شصل م کزنپم  ب  دوم وشرو

( , , , )
L

x x f t x u u



  


1 2 

L

x



 


 

صل شفزو  سبت به ، م کزنپمب  روشب  ش شبق ي ض نب  p(t)م

 .ده دست مهبهس بع قي  رش  لاگ شيژ

( , , , )
L

g t x u u C
P


  


1 2 

*شز ينر مع دله فوق مستتي ه ر بيينه
( )x t ،*

( )u t1 ،*
( )u t2 ،

*
( )t و*

( )p t آن مهدست به . 

)صورتبهشگ  قي   , , , )g t x u u c1 ي   2  صورتدرشنتب 

 آن : زن  درمهصورت به رشبطه فوق

(33)               , [ ]
L

P C g
P
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کتتلتتهصتتتتتورت بتته شگتت  قتتيتت  ،کتتلتته طتتوربتته 

( , ( ), ( ))C g t X t U t   نت، بتت يتتتت  صتتتورتدرش

 . مح ودنبه در مورد مبغي ه ر کنب ل وجود ي شرد

 

 قید انتگرالی:
 شست: زن صورت به مسئله

 

( , , )
T

MaxV I t x u dt  
(34)                          ( , , )x f t x u  

(k )مف وض          ( , , )
T

G t x u dt k  

) (آزشدxو Tشي  )مف وض )x T  و ( )x x 
 

ض نب لاگ شيژ هصورس رش بهس بع لاگ شيژ   بت ث که در آ  

 : دهيممه بوده سشطيل
 

( , , ) ( ) ( , , ) . ( , , )H I t x u t f t x u G t x u    

 

 .کنيممه رش سعييت مي دن  بيينه، يويبهرش  ي شن  شصل م کزنپم

  
 :شرط کافي

قي  شيبگ شله ب  س بع ن  و  gو  Fو  Iشگ  مستتتئله دشرشر سوشبع 

 که  طورربه، ب ي  Gعلامت شيبگ شل زن 
 

[ ]H I f G L H p c g        
 

I  يسبت بهx وu ميع  شست . 

f  يسبت بهx  وu ميع  شست .[ , ]t T  

G  يسبت بهx  وu (35)              . شست مح ب 

pg  يسبت بهx  وu مح ب شست . 

 . کن مه ه ف رش بيشينهصورت مسي ه ر بيينه س بع شنتدر

 

 

                                                           
21984)-Richard Bellman(1920 - 

 ريزی پويا(برنامه3
ر رنزب ي مهب ر شصتتطلاح شوليتب شر آم نط ئه  2رنچ رد بلپت

 نن  گي رسرتتتپيمب شر حل مستتتئله  1940رش در دهه يون 

ه ب  شنت مسئله به مث ل زن  که نب شر آين . ک ر ب دهبشر م حله

 . موسوم به مسئله دليج   شست سوجه کني 

 در مستتي  Aمب أ ک لانه رش شز شرف ويتتن ه، کني ف ض     

يي  )م حله( ر  3يش  س  A6ح کت س  به مي در ه  . ب 

سود به ميليو  سوم   در ، مسي ه ر مخبلفه وجود دشرد يي 

شز مي   شنت . ه  مسي  شيبخ به در يطل يش   دشده ي ه شست

در مير   ک شم مسي  رش شيبخ ب کن  س  سود ف وين ه مسي ه 

شنت مسئله در شدبي ت يژوهش عپلي سه موسوم . يودم کزنپم 

 . هسترنزر يون  ييز ب ي مهبه 

 (10يطل )
 

 
 

 

ب  بي    1953ب  سعپيم شنت مستتئله در ستت ل  رنچ رد بلپت    

رش ب شر حل مسئله کنب ل  ر يون رنزب ي مهشصل بيينگه روش 

ه ب  حل نآيتتتن ، ب شر شستتتبف ده شز شنت روش. شرشئه دشد بولزش

هپ  : ) له دنف شيستتيل ب  مشتتبي ت جزئه ضتت ورنستتتمع د

437-460). 
 

 ( معادله بلمن3-1

 گي نم:مسئله کنب ل زن رش در يظ  مه

3- Stage  
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 رنزر يون  موستتوم به شصتتل بيينگهشستت ستته ب ي مهشصتتل 

(Principle of Optimality) زن  سع نف صتتورت به شستتت و

 يود: مه

نک مسي  بيينه دشرشر شنت خ صيت شست که شگ  ه  ييطه     

ب دنگ  يه در يظ  بگي نمهمستتتي  رش  مستتتي  ، عنوش  ييطه شول

، وش  ييطه شوليهعنبهب قيپ ي ه ييز ب  سوجه به شيبخ ب شنت ييطه 

 Aدشييم کپب نت ف صله ييطه مه ب شر مث ل،. مسي  بيينه شست

شز خ  شر ه  ييطه ح ل شگ . شست AHطول عپود  Dشز خ  

ن ،  AHعپود  که ب  رور شنت خ   رش در يظ  بگي نم، B م ي

ستکوس ه BHعپود نعنه  صله ش بلپت س بع ه ف رش . س نت ف 

)مسي  بيينه رش ب  ييطه ، در يظ  گ فبه , )t x کن مه ي وع ،

سبف ده ک ده و صل فوق ش ) ييطه شز ش , )t t x x     رش

شنت شببط ر و  ب ، عنوش  ييطه ي وع شيبخ ببهرور مسي  بيينه 

. (378-375هپ  : ) عپلي ت رن ضتته به مع دله بلپت رستتي 

 شست:زن  صورت به شنت مع دله
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 . شستموسوم به مع دله بلپت  رشبطه فوق

 

 روش استفاده از معادله بلمن:

شز  بيينه روش حستتت ب سغيي شت ب شر يي ش ک د  مستتتي  در

*مبغي  وضتتعيت، شستتبف ده ک ده ل نمع دله شو
x  دستتتبهرش 

يبه و . آورنممه صل م کزنپم س بع ه ميلبو  رش يو در روش ش

*گي ر مع دلات شصتتل م کزنپم مستتي ه ر بيينه ک ربهب  
u و

*
x  و*

 کنيممهرش مح سبه . 

مهدر روش  ي  له بلپت ب  ع د ن  در م شز  I,fج ر بهرنزر يو

رش نن   سعييت  u مستتتئله مي شر ق شر دشده و شز آ صتتتورت 

سبت به مه ي  نعنه ي شبق uکنيم که شنت مع دله م کزنپم ب   م

 دشرنم:، )ي ط لازم م سبه شول( گي نممه جزئه
 

(38)        ( , , ) ( , , )
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و  t  ،x ب حسب uمي شر شز شنت مع دله     
x

z ،ي ط لازم  شز

رش  uو م کزنپم بود  يستتبت به  يتتودمه م سبه شول مح ستتبه

( مي شر 37در رشبطه ) مج دشً uج ر هب ستتپس. کنيممه کنب ل

، رسيممه ق شر دشده به نک مع دله دنف شيسيل ب  مشبي ت جزئه

*حل شنت مع دله  شز
z يتتود در رشبطه مه مح ستتبهu  ًکه قبلا 

*ج ر بهدستتت آم ه بود به
z شز مع دله شخي   مي شر ق شر دشده

*و مع دله ح کت مستتي ه ر بيينه 
u  و*

x آن مه دستتتبه 

 .(381-377هپ  : )
 

 (مسئله خودگردان افق نامحدود:3-2

 و tف ق  مبغي   fو I سوشبع مستتتئله کنب ل بيينه خودگ دش  در

يي نت بوده زم   س  به، ر ي مح ود شستتترنزب ي مهنو  شفق 

 صورت زن  شست: به و

(93)              ( , )
rt

u

Maxz e I x u dt



  

. ( , )s t x f x u ( )x t x  
 

هپ  : زن  )صتتورت به (37) مع دله بلپت، يتتودمه ث بت    

 : آن مه در (392-391
 

(04)      ( ) ( , ) ( ) ( , )
u

rV x Max I x u V x f x u    
 

شگ  سوجه يود مع دله فوق نک مع دله دنف شيسيل معپوله     

 . (Kamien Morton, 2012) س  شستس دهلذش حل آ  ، شست

حستتت ب  در ه مع دله شونل سوش  بشز مع دله بلپت مه :1نکته 

  .مع دلات شصل م کزنپم رسي  سغيي شت و



 ب ي مهرنزر يون 

13 

 

 شناسیکتاب

محپ حسيت س جپه ، ه ضنر رس زنهيبي .(1386) .در م نطل، شننب ليگيبور

 .دشيشگ ه ييي  بيشبه :سي ش ، ن پ دوم، يورک ظپه

، آ  رک رب ده  و نهيبي کنب ل  ،نيو رس زنهيبي .(1393). ح. م ،يورک ظپه

 . دشيشگ ه ييي  بيشبه :سي ش 

ک ظپه ع دلات .(1389). ح. م ،يور ه  و ليف شيستتتند م  در آ  رک رب د
 . يش  يه :سي ش ، شقبر د و علوم ،همين س

 ري ک  عب س س جپه  ،نيو رس زنهيبي شصول .(1387)، سه، آلف ، ني يگ
 . دشيشگ ه علامه طب طب ئه :سي ش ، هشه شب  و نف  و

Chiang, C, Alpha. (2000). Elements of Dynamic Optimization, 

Waveland Press. 

Evance G. C. (1924). “The Dynamic of Monopoly”, American 

Mathematical Month February, pp. 77-83. 

Kamien Morton I. , Schwart Nancy L (2012). Dynamic 

Optimization, Second Edition: The Calculus of Variations 

and Optimal Control in Economics and Management, 

Deover Publication.  

Seedeater, K. Hammond, P. , Seierstad, A. Strom, A. (2008). 

Further Mathematics for Economics Analysis, (2nd Ed.) 

Prentice Hall.  

 محمدحسين پورکاظمي
علمي دان:کده اقتصاد دان:گاه شهيد به:تيئتعضو هي  

 


