
 

 توابع توزیع

Distribution Functions 

کنی  کیی یی  را توصیف میی ت محتلفیاحتمالا تابع توزیع

های گیرد. اگر احتمالات وضعیتبی خود می Xمتغیر دلخواه 

داده مختلف ی  متغیر گسستی یا پیوسیتی در دی ولی انیا  

 :Evans et al, 2000) شیودمی شود ی  تابع توزیع حاصی 

متغیییر گسسییتی تعیی اد  آ  ردیییف او کییی (، 1دیی و )(. 6

 اقی و ردیف دوم احتما   در هر فص  ش هتولی خودروی 

بییاارر یی  تیابع توزییع  ده ،در این خودروها را انا  می

 است.
 (: تابع توزیع خودروهای معیوب1جدول)

 4 3 2 1 فصل

 20000 10000 5000 2000 تعداد خودرو

 0.3 0.25 0.25 0.2 نقصاحتمال 
 

 (1) ریاضیی بی فیرم xتابع توزیع برای متغیر پیوستی دلخواه 

 بیا  ش ه است:

(1) P(x)=1/[(x+1)ln2],  0≤x≤1 
 

هسیتن  و  ی تر از دو کوچ هر P(1)( و P(0)تابع،  یندر ا

اسیت.  یی برابیر  یی مجموع احتمالات در بازه صیفر تیا 

 ده .می را انا ( 1) یع( تابع توز1شک )

 
 

 
 

 

 (1یع متناظر با رابطه )تابع توز(: 1شکل)
 

بحی،، اایواع مورد بی گسسیتی ییا پیوسیتی بیود  متغییر بستی

شناسییایی و تعریییف مختلفییی از توابییع توزیییع احتمییا   اب 

 هستن .

 

 Probability Distribution) تابع توزیعع اتتاعال

Function) 

ی  تابع توزییع احتمیا  تیابعی اسیت کیی بیرای تعرییف و 

رود. بسیتی بیی ایوع کار میبیتصریح توزیع احتما  منخ  

 وصفت متغیر، عبارات تابع توزیع تجمعی تابع دِرم احتما  

 شود.می استفادهموردتابع چرالی احتما  

 

 Cumulative Distribution) تابع توزیعع تماعع 

Function) 

( یی  CDFدر اظریی احتما ،تیابع توزییع تجمعیی)

متغیر تصادفی با مقادیر حقیقی، احتما   بو  مقادیر 

است. اگر توزییع از ایوع پیوسیتی  xکمتر یا مساوی 

باش ، این احتما  برابر سطح زیر منحنی مربوط بیی 

 xاهاییت تیا وزیع تجمعی در دامنی منفیی بییتابع ت

است. بی بیا  ریاضیی، تیابع توزییع تجمعیی بیرای 

 Hogg) شیودمی با عبارت زیر بیا  Xمتغیر تصادفی 

et al, 2019: 37:) 

(2) )Pr()( xXXF  
 

 Xاساس تعریف تابع توزیع تجمعی، احتما  اینکی متغییر  بر

 رار گیرد عبیارت اسیت  b و aدر بازه بین دو مق ار حقیقی 

 از:

(3) )()()Pr( aFbFbXa  
 

ماد ابرای متغیر تصادفی پیوستی کی تابع چرالی احتما  آ  با 

(x)Xf صورت زیر تعریفبیشود، تابع توزیع تجمعی می داده 

 شود:می

(4)  


x

XX dttfxF )()( 
 

منیت   Xf(x) اساس رابطی فوق، تابع چرالی احتما  یعنی بر

تابع توزیع تجمعی است. هر تابع توزییع تجمعیی در دامنیی 

تعریف خود غیرکاهنی ه و از سیمت راسیت پیوسیتی اسیت. 

 :همچنین

(5) 1)(lim,0)(lim 


xFxF X
x

X
x

 
 

P(x) 

x 

1/ln(2) 

 

1/2ln(2) 
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 ]1,0[در بیازه  Xکی متغیر تصیادفی  صورتی دربرای اموای، 

آ   توزیع ش ه باش ، تابع توزییع تصیادفی ختیکنواطور بی

 (: ibid: 40) عبارت است از

(6) 










11

10

00

)(





xif

xifx

xif

xFX
 

 

با  تنها مقادیر گسستی صفر و ی  را Xاما اگر متغیر تصادفی 

زیر  احتمالات برابر اختیار کن ، تابع توزیع تجمعی با عبارت

 شود:می بیا 

(7) 












11

105.0

00

)(

xif

xif

xif

xFX 



 

 

 Joint Probability) (تعوم ) مشترکتابع اتتاال 

Function) 

ر وا ع توزیع احتمیا  را بیرای دو ییا چنی  متغیی دراین تابع 

دهی . بیرای اموایی، اگیر دو کیسیی تصادفی دلخواه انا  می

 مهره  رمز باش  و یی  مهیره 2مهره آبی و  3ک ام حاوی هر

های تصادفی از هر کیسی بیرو  کنی ه شیود، پینیام طور بی

ش ه از کیسیی استخراجمستق  از هم هستن . یعنی اینکی مهره 

د. بیا آم ه از کیسی دوم ربط ا اراو  آبی باش ، بی مهره بیرو 

 Aمتغیرهای تصادفی گسستی باشین  کیی  Bو  Aفرض اینکی 

 مربیوط Bمربوط بی پینام  بیرو  آم   مهره از کیسی او  و 

یرو  بی پینام  بیرو  آم   مهره از کیسی دوم باش ، احتما  ب

درصی  اسیت و احتمیا   60آم   ی  مهره آبی از هر کیسی 

درصی  اسیت.  40بیرو  آم   ی  مهره  رمز از هیر کیسیی، 

تیوا  میی (2)توزیع احتمالات منترک )توأم( را بیا دی و  

 انا  داد:

 

 (: توزیع اتتاالات مشترک2جدول)
P(B) Bمهره قرمز : A1             2 : مهره آبی 

6/0 24/0=4/0*6/0 36/0=6/0*6/0 Aمهره آبی : 

4/0 16/0=4/0*4/0 24/0=6/0*4/0 Bمهره قرمز : 

 4/0 6/0 P(A) 

  
 احتمیالات منیترک را انیا  2 دار دی و هیای سیاییخاای

از بی آدهن . لذا برای مثا ، احتما  توأم بیرو  آم   مهره می

 24کیسی او  و بیرو  آم   مهیره  رمیز از کیسیی دوم برابیر 

 درص  است.
، تابع احتما  منیترک بیی Yو X  برای دو متغیر تصادفی    

 (:978: 1378)گجراتی،  شودمی زیر تعریف فُرم
 

(8) ),Pr(),(, yYxXyxF YX  
 

مسیتق  از هیم باشین ، تیابع  Yو  Xدو متغییر تصیادفی  اگر

 شود:احتما  منترک بی فرم زیر تعریف می
 

(9) )().(),(
,

yFxFyxF
YXYX

 
 

 Yو  Xمتغیر تصادفی گسسیتی  تابع احتما  منترک برای دو

 عبارت است از:
 

(10) ),Pr(),(Pr
,

yYxXyx
YX

 
 

 .تعمیم است اب  nXتا  1X متغیر nرابطی فوق برای 

 

 Probability Density) تععابع الععاح  اتتاععال

Function) 

( یی  متغییر PDF) در اظریی احتما ، تابع چریالی احتمیا 

تصادفی پیوستی تابعی اسیت کیی مقی ار آ  در هیر اقطیی از 

تواا  احتما  اسبی تعل  آ  اقطی بی فضیای فضای اموای می

هیای اموایی بیا حجیمگیری اموایدست ده . اگر بیاموای را 
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مقادیر تابع چرالی احتمیا ، متفیاوت متفاوت صورت گیرد، 

بوده و دلالت دارد بر اینکیی احتمیا  متنیابر بیا یی  متغییر 

تصادفی از ی  اموای با احتما  مربوط بی متغییر تصیادفی از 

 اموای دیرر برابر ایست.

 بیی فیُرم زییرمتغیر تصادفی گسسیتی  تابع چرالی احتما ِ    

 (:Mittelhammer, 2013: 52) شودمی تعریف

  

(11) 

f
Dxxf

f
Dxxxf





,0)(

),Pr()(

 

 

(، مق ار تیابع چریالی احتمیا  در 11) مطاب  رابطی

 را انیا  xمتغیر تصادفی، احتما   (fD)دامنی تعریف 

در سیایر اقیاط روی  f ده ، در حالی کیی مقی ارمی

 محور اع اد حقیقی برابر صفر است.

منیی تعرییف تیابع برای متغیر تصادفی پیوستی، دا    

  تیابع بیا ااپذیر اسیت، لیذا ییو شمارش اامتناهی

توا  تعرییف می تا  منفی در بازه مق ار غیر

از  دامنیی  Aکرد، بی احوی کی در هیر زیرمجموعیی 

مق ار احتما  با تیابع چریالی احتمیا   (fD) تعریف

شود و در خیارج از دامنیی تعرییف، مقی ار بیا  می

 :,Larsen and Marx, 2018) احتما  برابر صیفر اسیت

pp. 133-134)  
 

(12) 
f

Dxxf

dxxfAPDA
AxXf



  
,0)(

)()(,
 

 

ار  ر bو  aدر بازه  xطور منخ ، احتما  اینکی متغیر بی    

 هداد bتیا  aگیرد، با سطح زیر تابع چرالی احتما  در فاصلی 

 (:Mittelhammer, 2013: 20شود)می

 
 PDF نمثابه سطح زیر منحبه(: اتتاال 2شکل)

 

 را انیا  bو  a کلییی اقیاط بیین A(، مجموعیی 2) در شک 

 f(x)برابر با سطح زیر منحنیی  Aده ، لذا احتما  رخ اد می

 )سطح هاشورخورده( است: bتا  aدر فاصلی 
 

(13) 
b
a dxxfA

X
P )()( 

 

 (Expected Value) امید ریاض 

شیود و امی  ریاضی اامی ه می Xمیاارین ی  متغیر تصادفی 

 Eشود کیی در آ ، می انا  داده E(X) معمو  با امادطور بی

حرف او  از معاد  اارلیسی امی  ریاضی اسیت. اگیر متغییر 

 npو... 1p ،2pرا با احتمیالات  nxو... 1x ،2xمقادیر  Xگسستی 

 ,Gut) شیودمی بی فرم زیر اوشتی E(X)خود بریرد، آاراه  بی

2005: 47:) 
 

(14) xp i

n

i
i

XE 



1

)( 
 

ا ب، امی  ریاضی f(x)با تابع چرالی X برای متغیر پیوستی 

 شود:می عبارت زیر داده
 

(15) 



 dxxxfXE )()( 

 

ز ها عبارتن  اامی  ریاضی خواص دالبی دارد کی برخی از آ 

 (:985-986: 1378)گجراتی، 

با خیودش برابیر اسیت:  aی  مق ار ثابت  امی  ریاضی (1
aaE )( 
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در متغییر  aضرب ی  مق ار ثابیت امی  ریاضی حاص  (2

امیی  در  aمق ار ثابت ضرب برابر است با حاص  Xتصادفی 

)()(ی: تصادف یرمتغریاضی آ   XaEaXE  

متغیر تصادفی برابیر اسیت بیا  امی  ریاضی مجموع چن  (3

 متغیرها:مجموع امی  ریاضی آ  

)(...)()...( ZEXEZXE  

 Xترکیب خطی از متغیر تصیادفی  Yاگر متغیر تصادفی  (4

خواه   Xترکیب خطی از امی  ریاضی  Yباش ، امی  ریاضی 

 E(Y)=a+bE(X)داریم:  Y=a+bXبود. برای ترکیب خطی 

آاراه  دو متغیر تصادفی مستق  از هم باشن ، Yو  Xاگر  (5

ضیرب اسیت بیا حاص  برابرها ضرب آ امی  ریاضی حاص 

 ها:امی  ریاضی آ 

E(XY)=E(X).E(Y) 

در  2Xمتغیر تصادفی دلخواهی باش ، امی  ریاضی  Xاگر (6

 و پیوستی عبارت است از: دو فرم گسستی

(16) xpXE i

n

i

i

2

1

2)( 


 

(17) 




 dxxfxXE )()( 22 
 

 (Bernoulli Distribution) توزیع برنوح 

توزیییع براییولی، بییی افتخییار ریاضییی ا  در اظریییی احتمییا ، 

شیمار بی، ی  توزیع احتما  گسستی 1سوئیسی ژاکوب براولی

مقی ار  pبا احتمیا   Xرود. در این توزیع متغیر تصادفی می

کنی . یعنیی می مق ار صفر را اختیار q=1-pی  و با احتما  

)آزمیای(( مسیتق   توزیع براولی توزیع احتما  هیر تجربیی

 بییدابا  دارد. بییرست/غلط ییا آری/ایی را است کی پاسخ د

و احتما  شکسیت برابیر  pدیرر، احتما  موفقیت برابر  بیا 

q  است. برای مثا  در پرتاب ی  سکی اگر شیر و خط را بیا

                                                 
1. Jacob Bernoulli (1654-1705) 

 qاحتمیا  شییر آمی   باشی ،  pصفر و ی  انیا  دهییم و 

احتما  خط آم   خواه  بود. توزییع برایولی، یی  حالیت 

شود، با این تفاوت کی می ای  لم اداقطی خاص از توزیع دو

، رخ ادها لزومیا  صیفر و یی  ایسیتن . 2ایدر توزیع دواقطی

 برای اموای، توزیع
 

(18) 









pif

pif
xf

11

5.01
)( 

 

ای، امیی  اقطییدوای اسیت. در توزییع اقطییدوی  توزییع 

ریاضیییی، صیییفر و وارییییاا  یییی  بیییوده و شیییرط 

1)( 2  SkewKurt   کییی در آSkew  وKurt ترتیب بییی

دهنی ، بیی تسیاوی بی   چولری و کنیی گی را انیا  میی

 (. ,2007Davidson et al: 3) شودمی

 هبرایولی باشی ، آاریا ییعتوز یدارا X یتصادف یرمتغاگر     

(Mittelhammer, 2013: 350:)  
 

(19) 
qXpX  1)0Pr(1)1Pr( 

 

و وارییاا   pتوزییع برایولی برابیر  )مییاارین( ریاضی امی 

 است. pqتوزیع برابر 

  

(20) )1()(,)( pppqXVarpXE  
 

 4و کنییی گی 3اییین توزیییع متقییار  ایسییت و میییزا  چییولری

 تقریبی آ  عبارتن  از:
 

(21) 
pq

pq
S


 

 

                                                 
2 .Two-point Distribution 

3. Skewness 

4. Kurtosis 
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(22) 
pq

pq
K

61
 

س پرسی(، اتایج پرتاب سکی و تا)همی توزیع اتایج رفراا وم

وزییع برایولی تو دنسیت فرزا ا  از مواردی هستن  کیی بیا 

 بیا  هستن . اب 

اسیت.  1ایتوزیع براولی حالت خاصی از توزیع دودملیی    

 nاز مییا   kای احتمیا  رخی اد حالیت در توزیع دودملیی

 ,Larsen and Marx) شیودمیی  حالت با عبیارت زییر بییا

2018, pp. 243, 353)  
 

(23) knk pp
k

n
pknb 








 )1(),,( 

 

کی در آ 








k

n
برابیر یی   n حالت است. اگر nاز  kترکیب  

بای  صفر یا  kشود. لذا توزیع براولی حاص  می فرض شود،

 صورت: این دری  باش ، 
 

(24) 
ppb

qppb





),1,1(

)1(),0,1( 

 

 (Poisson Distribution) توزیع پوآسون

 یاضیی ا ربیی افتخیار  -سیو آپو ییعتوز احتمیا ، ییاظردر 

احتما  گسسیتی  یعتوز ی -2سو آپو ی دا یمو س یفرااسو

 پینام ها اسیت کییاز  یتع ادو وع احتما  بیاارر است کی 

دهن ، با این شیرط مکا  رخ می یازما   ی ازثابتهای بازهدر 

 ثابیت( و)فراواایی  و معلیوم ثابیت پنام ها با آهنگ ینا کی

. بیرای مثیا ،  ندهرخ  خ ادر ینآخر مستق  از زما ِطور بی

در  تع اد دفعات تماس تلفنی با دفتر م یرعام  ی  شیرکت

ی  ساعت، تع اد دفعیات طغییا  رودخاایی در یی  سیا ، 

                                                 
1. binomial distribution 

2. Siméon Denis Poisson 

هییا در ییی  مسییابقی فوتبییا ، تعیی اد برخییورد تعیی اد گیی 

و  تواا  دارای توزییع پوآسیها بی کره زمین  میسنگشهاب

 باش .

بیا  )با احتما  کم( و توزیع پوآسو  برای رخ ادهای اادر    

ع، . در ایین توزییرودمی)فراواای( زیاد بی کار  دفعات رخ اد

حی  بیی  )در ، زییاد بیودهn، تع اد دفعات یا فراواای رخی اد

)در  کوچ  است ،p( و احتما  رخ اد، کن میاهایت می  بی

بیی صیفر  =npکیی  طوریبییکنی (، ح  بی صفر می  میی

میاارین ییا  است(. پارامتر  05/0شود )کمتر از ازدی  می

 دهی متوسط تع اد رخ ادها در ی  بازه زماای را انیا  میی

(Linde, 2016: 27-28 اگییر .)k وااییی تعیی اد رخی اد یییا فرا

  شود:می ( داده25) با فرمو  kاحتما  باش ، احتما  رخ اد 
 

(25) ( )
!

k
e

P k
k






 
 

بیوده و  718281/2ع د اویلیر و برابیر  eدر فرمو  مذکور، 

 داریم:
 

! ( 1) ( 2)... 3 2 1k k k k        
 

هیای تلفنیی در یی  برای مثا ، اگر متوسط تع اد تماس    

بیار تمیاس تلفنیی در سیاعت  4بار باش ، احتما   5ساعت 

 درص  است: 48ح ود 
 

5 4

(4)
4

0.4769
!

75P e


  

 

بیییرای توزییییع پوآسیییو  بیییا تیییابع توزییییع احتمیییا      

(x)
!

x
e

P
x






بی فیرم زییر تعرییف 3، تابع مول  گنتاور 

 شود:می

                                                 
3. Moment Generating Function 
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(26) 
( ) (e ) ( )

0

( )

! !0 0

t

tx txM t E e p x

x

x xe etxe e
x xx x

 


  



 
 

 

 

 

 شود:می ( حاص 27سازی، رابطی )سادهبا 
 

(27) (e 1)
( )

t

M t e
 

 
 

ی منتقات مرتبی او  و دوم گرفتی tاگر از تابع فوق اسبت بی 

 شود:
 

(28) ( 1)

( 1) ( 1)

'( ) ( )

''( ) ( ) ( )[ ]

t

t t

t e

t e t t e

M t e e

M t e e e e e



 



  



 



 

 
 

 :توا  اوشتمی (28ابطی )اساس ر بر
 

(29) 
2

( ) '(0)

( ) ''(0) [ ( )]

E x M

Var x M E x





 

  
 

 

واریییاا  توزییع مسییاوی هییم و این،  امییی  ریاضیی و بنیابر

 (. ,2019Hogg et al :169-170) هستن  برابر

 

 (Normal Distribution) توزیع نرمال

در اظریی احتما ، توزیع ارما  یا توزیع گاوس یی  توزییع 

 پیوستی است.  برای صفات بسیار معروف احتمالات

اعی زماای کی توزیع دامعی آماری در علوم طبیعی یا ادتم    

شیود کیی فیرض مییهای بزرگ در اموای فقطاامعلوم باش ، 

 کن .می  میارما  سمت توزیع بیتوزیع دامعی آماری 
 بیرارتبیاط  یوی دارد.  1توزیع ارما  با  ضیی ح  مرکیزی    

ای از دابالییی nXو...تییا  1X ،2Xاگییر اسییاس اییین  ضیییی، 

تصادفی با توزیع مستق  از هم و یکنواخت و  2متغیرهای

هیا iXامی  ریاضیی  µ . چنااچی نباش واریاا  مح وددارای 

                                                 
1. Central limit theorem 

اسبت زییر دارای توزییع ارمیا   ،ها باش واریاا  آ  2و

 :(Linde, 2016: 285-286) استاا ارد خواه  بود
 

(30) )1,0(
/

z
n

X






 
 

شیود ای هم گفتی مییبی توزیع ارما  گاهی توزیع زارولی    

، توزییع 2دملی توزیع کوشیازهای دیرر توزیعاما بسیاری از 

t شییک  زارولییی بیهییای لریاریتمی ایییز اسیتیودات و توزیییع

( 31هستن . تابع چرالی احتما  برای توزیع ارما  با رابطیی )

 (: ,2013Borovkov: 37)شود بیا  می

  

(31) 2

2

2

)(

22

1
)( 










x

exf 
 

کیی امیی  ریاضیی و  توزیع ارما  با دو پارامتر اصیلی     
2 این  ،شود. همچنینمی کی واریاا  توزیع است، شناختی

و 141619.3...گنییییگتوزیییییع حییییاوی دو ثابییییت 

...718281.2e  است. این توزیع تنها تیوزیعی اسیت کیی

 هستن .  و میاای بر هم منطب  و برابر با میاارین، اما

متقیار  اسیت و در ایین اقطیی  =xتوزیع ارما  حو      

بینینی تابع برابر 
 2

امیایی اسیت، ت است. این تیابع  1

یعنی فقط ی  اما دارد. اقاط عطف این تیابع در اقیاطی بیی 

های طو   . رار دارا  

برابر ی  باشی ،  2برابر صفر و  (، 31اگر در تابع )    

 آاراه

(32) 2

2

2

1
)(

x

exz





 
 

                                                 
2. Cauchy distribution 
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(، 32ارمیا  اسیتاا ارد خواهی  بیود. در تیابع )دارای توزیع 

],[سطح زیر منحنی در بازه   .افیزو برابر ی  اسیت 

متقار  است و اقیاط عطیف آ   x=0این، تابع فوق حو   بر

ض از  رار دارا  و عیر x=+1و  x=-1 هایطو در اقاطی بی 

ها برابر آ  أمب 
e2

 =0xازای بییاست. ح اکثر تابع ایز  1

برابر 
2

 (. ,1982Stigler :137-813) است 1

دارای وارییاا  محی ود  Xبا فرض اینکی متغیر تصادفی     
2  و امی  ریاضی ، ازای هر بیباشk ،مثبت 

  

(33) 2/1)( kkXP   
 یا

(34) 
2

1
1)(

k
kXP    

 

معییروف  1( بییی اامسییاوی چبینییف34( یییا )33عبییارت )    

 68تقریبیا  ، توزییع ارمیا  در k=1,2, 3است. بیا  یرار داد  

سطح زیرمنحنیی ارمیا  بیین دو مقی ار  درص   ،95 

درص  بین دو مق ار  2  درص  بین دو مقی ار  7/99و

 3  2013: 135-گیرایی  )مییی ییرارMittelhammer, 

136 .) 

 
 (: اندازه نسب  سطح زیر منحن  نرمال3شکل)

 

                                                 
1. Chebyshev's inequality 

دارای توزیع ارما  با میاارین  Xکی متغیر  صورتی در
X

  و

واریاا 
2

X
ا  با میاارین متوزیع اردارای  Yو متغیر  

Y
  و

واریاا 
2

Y
باشن  و این دو متغیر مستق  از هم توزیع ش ه  

حسب  ضیی ح  مرکزی و  ضیایای لینی برگ برباشن ، آاراه 

ترکیییب خطییی دو متغیییر ایییز (، Lindeberg–Lévy) و لییوی

 ,Larsen and Marx) دارای توزییع ارمییا  خواهیی  بییود

2018: 254:) 
 

(35) 2 22 2( , )X YX YZ aX bY N a b a b        
 

 (Chi-Square Distribution) دوایکتوزیع 

دیی در k( بیا 2χی دوییادو )چیکای یعاحتما ، توز ییدر اظر

دارای  مستق  یتصادف یرمتغ kمجموع مربعات  یعتوز ی،آزاد

(.  ,177:2013Borovkov) اسییتاا ارد اسییت ارمییا  توزیییع

در کی  است گامااحتما   یعخاص از توزحالت  ی  2χیعتوز

اصیلی سیاخت ف یاها ییآزمو  فرض در یژهوبی استنباطی،آمار 

 ، زماای کی وارییاا  دامعیی آمیاری معلیوم ایسیت،اطمینا 

 گیرد.استفاده  رار میمورد

ات تجربی، مناه  با مناسب یعتوز زشابر یبرا χ2توزیع    

و  یفییک یهیاداده یبنی طبقیی یارهایقلا  معدر بررسی است

 حسیب بیر امعیید وارییاا  یبیرا ینیا برآورد فاصیلی اطم

 رود.می کاربیواریاا  اموای دارای توزیع ارما  هم 

 متغیرهییای بییا توزیییع ارمییا  اسییتاا ارد و 1Z ،... ،kZاگییر     

دو با کایدارای توزیع  Q یتصادف یرباشن ، متغ از هم مستق 

k   بوددردی آزادی خواه: 
 

(36) 2

1

2

k

k

i

i
zQ 



 
 

دو دارای چولری بی راسیت اسیت و بیا افیزای( کای توزیع

 دو بییی توزیییع ارمییا کییایتوزیییع  100بییالای  دردییی آزادی
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عی د  یی  kکنی . در ایین توزییع پیارامتر می  می استاا ارد

را  هیا( izی توزییع )تعی اد دردیی آزاد بوده و مثبت یحصح

( را PDF)1تیابع چریالی احتمیا  (4. شیک )کن یمنخ  م

انییا   10و  3در دردییات آزادی  2χتوزیییع تقریبییی بییرای

 ده .می

 

دو با درجات یکا یب تقر یعتوزدر اتتاال   تابع الاح(: 4ل)کش

 10و  3آزادی 

دارای توزیع کیای دو بیا  Xکی متغیر تصادفی  صورتی در    

اهایت میی  کنی ، آاریاه بیسمت بی kباش  و  kدردی آزادی 

 Johnson) شیودبی توزیع ارما  استاا ارد همررا می zمتغیر 

et al, 1994: 415-420:) 

  

(37) 
2

(0,1)
2

k k
z z

k

 
  

 

یر زمتغیر  100از  بی(زادی ۀ آدردازای بیطور خاص، بی    

 ارما  استاا ارد است: دارای توزیع
 

(38) )1,0(122 2 zk  
 

دو بیا یکیا ییعتوز یدارا X یتصیادف یرمتغ اگر ،همچنین    

 Hogg et) دو رابطی زیر هم بر رار است باش  k یدردی آزاد

al, 2019: 178): 
 

                                                 
1. Probability Density Function 

(39) 
kXVarkXE 2)(,)(  

ی دارا aXع د ثابت مثبتی باشی ، آاریاه  aاین، اگر  بر افزو 

 توزیع گاماست و در آ 
 

(40) 2
( / 2, 2 )kX aX k a    

 

دارای توزیع های کای دو مستق  از  Yو  Xاگر دو متغیر     

دارای  ها ایزباشن ، مجموع آ  2Kو  1Kهم با دردات آزادی 

توزییع کیای دو خواهی  بیود کیی دردیی آزادی آ  مجمییوع 

 :Linde, 2016) دردات آزادی دو توزیع  بلی خواهی  بیود

187): 
 

(41) 2

1 2X Y K K   
 

 F (F- Distribution)توزیع 

هیم 2اسین کور-کی در آمار و احتما  بی توزیع فینیر Fتوزیع 

از اوع توزیع احتمیالات پیوسیتی اسیت. ایین  معروف است،

های دو ییا آزمو  برابری واریاا  ،3توزیع در تحلی  واریاا 

های آماری و ا تصادسینجی چن  دامعی آماری و سایر آزمو 

 کاربرد دارد. 

کیی بیر دردیات  ،دواین توزیع از اسبت دو توزییع کیای    

اگیر  ،دیریر عبارتبیآی . می دستبیشا  تقسیم ش ه، آزادی

X دو با دردیی آزادی دارای توزیع کایm متغییر  وY  دارای

باشی ، اسیبت دو توزییع بیا  nآزادی  دو با دردیتوزیع کای

 (: ,2016Linde: 195) شودانا  داده می Fتوزیع 
 

(42) ),(
2

2

nmFF
n

m 


 
 

                                                 
2. Ronald Fisher and George W. Snedecor 

3. Analysis of Variance (ANOVA) 
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ترتییب دردیات آزادی صیورت و  بیn و m(، 42در رابطی )

(، 12اسیاس رابطیی ) بیر Fهستن . در توزییع  Fآماره  مخرج

)/2(برابییر اسییت بییا  میییاارین توزیییع nn  ازای بیییکیییn 

بیا  Fصادق اسیت. همچنیین وارییاا  توزییع  2تر از بزرگ

 عبارت زیر برابر است:
 

)4()2(

)2(2
2

2





nnm

nmn 
 

 ,Mittelhammer) صیادق اسیت 4تر از بزرگ nازای بیکی  

2013: 344-345.) 

 صیورت ودر 1dfبیا دردیی آزادی  Fدارای توزیع  Xاگر     

2df در مخرج کسیر باشی ،آاراهX/1  اییز دارای توزییعF  بیا

خواهی  در مخیرج کسیر  1dfصیورت و در 2df یدردی آزاد

 باش ، آاراه مربع nبا دردی آزادی  tدارای توزیع  Xبود. اگر 

 صورت ودربا دردی آزادی ی   F( دارای توزیع X)مجذور 

n در مخرج خواه  بود (Mittelhammer, 2013: 346.) 

سیمت راسیت چیولری بیدر دردات آزادی کم  Fتوزیع     

کیی دردیی آزادی صیورت و مخیرج در  صورتی دردارد اما 

بیی توزییع ارمیا   Fبینتر و بینیتر شیوا ، توزییع  F توزیع

 شود.می ازدی 

 

 t (t-student Distribution)توزیع 

 در گیروه ییا استیودات-tیا توزیع  tیعدر احتما  و آمار، توز

حجیم ییا  دارد. اگیر پیوستی  رار یاحتمال هاییعوزتخااواده 

معییار و ااحیراف  (n≤30بیوده ) کوچ آماری اموای  اا ازه

 t ییعتوزها، ( اامعلوم باش ، با تکیرار امواییσ) دامعی آماری

ایام بیا  -1شود کیی توسیط ویلییام سییلی گوسیتحاص  می

                                                 
1. William Sealy Gosset 

 ,Gosset) شی  معرفیی2در مجلی بیومتریکا -Studentمستعار 

1908 .) 

 ینبییتفییاوت  یآمییار معنییاداری یییابیارز یبییرا t توزیییع

 یبیرا ینیا اطم ی، ساخت فاصلآماری دامعیدو های میاارین

 یی در تحل هیای دو دامعیی آمیاری ومیااریندو  ینتفاوت ب

های میااریندر آزمو  تفاوت  .رودمیکار بیی خط یو رگرس

( و 0H) فرضیی صیفر 2μو 1μهای دو دامعی آماری با میاارین

 شود:می اوشتی فرم زیر( بی AHفرضیی مقاب  )
 

(43) 2=μ1: μ0H 
2μ≠1: μAH 

 

از بیی  nXو…، 1X ، 2X بیا مقیادیر اگر ی  اموای تصادفی    

در دسیترس باشی  و وارییاا  دامعیی  )2μ, σN( ی  توزیع

ای و بیا مییاارین اموایی μ( معلوم اباش ، پیارامتر 2σ) آماری

 فیرم زییر بیرآوردبیی   2Sای واریاا  اموای توسط 2σپارامتر

 شوا :می
 

(44) 
1

n

i
i

X X



 

(45) 2 2

1

1
( )

1

n

i

i

s X X
n 

 



 
 

 با معلوم ش   میاارین و واریاا  اموای، متغیر تصادفی
 

(46) 
s/

X

n

 
 

 وبرخیوردار اسیت )راچیر  n-1بیا دردیی آزادی  tاز توزیع 

 (.155-156: 1393کریستنسن، 

 دو میرتبط اسیتبا توزیع ارمیا  و توزییع کیای tتوزیع     

(339 :2013Mittelhammer,  .)1وا ع، اگر  درZ  دارای توزیع

 2Zارما  استاا ارد با میاارین صفر و واریاا  یی  و متغییر 

مسیتق  از  1Zباشی  و  kدو با دردی آزادی کایدارای توزیع 

                                                 
2. Biometrika 
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2Z  توزیع شود، اسبت زیر یی  توزییعt  بیا دردیی آزادیk 

 خواه  بود:
 

(47) 
kZ

Z
t

k
ZNZ

/
2

12
2

),1,0(
1

  

 

بیی توزییع ارمیا  ازدیی   tبا افزای( دردیی آزادی، توزییع 

( و بیا کیاه( دردیی 2در شیک   یوسیتی)منحنیی پ شودمی

در  چیناقطیی یمنحنی)شود میتوزیع کمتر  1برآم گی آزادی،

 (.5شک  
 

 
 با درجات آزادی متفاوت t(: توزیع 5شکل)

 آزادی کاتر()منحن  پیوسته، درجه آزادی بیشتر و منحن  نقطه این، درجه 
 

ست، اما ا)اما( برابر صفر   ، میاای و مُمیااریندارای  tتوزیع 

و  2تییر از بزرگ kازای بییی k/(k-2)برابییر  tواریییاا  توزیییع 

 kبیا  ،همچنیین اسیت. 2تا  1ازای دردی آزادی بیاهایت بی

زا  میی 4بینتر از  kمیزا  چولری برابر صفر و با  3بینتر از 

دی و حسیب دردیی آزا بیراسیت.  k(/6-4(کنی گی  برابیر 

و بستی بی ی  دابالی  %10و %5و %1داری آماری سطوح معنی

تنظییم و در  tهیای توزییع یا دو دابالی گرفتن توزیع، د و 

 های مردع آماری درج ش ه است.کتاب

 

 (Log-Normal Distribution) وزیع حلاریتم نرمالت

                                                 
1. Kurtosis 

)لراریتمی ارما (، ی   ارما -در اظریی احتما ، توزیع لوگ

لراریتم  ا  پیوستی از ی  متغیر تصادفی است کیماحت عتوزی

کیی متغییر  صورتی درآ  دارای توزیع ارما  است. بنابراین، 

 Ln(X)ارمیا  باشی ، آاریاه -دارای توزیع لیوگ Xتصادفی 

دارای  Yطیور اگیر همین دارای توزیع ارمیا  خواهی  بیود.

ارما  خواه  -دارای توزیع لوگ Yeتوزیع ارما  باش ، آاراه 

متغیییر تصییادفی (. Shimizu andCrow, 1988: 2-3) بییود

دارای توزیع لراریتم ارما ، همواره مقادیر حقیقی مثبیت را 

، توزییع 2داگلاس-این توزیع بی توزیع کاب. گیردمیبی خود 

 ایز معروف است. 4و توزیع گیبرات 3گالتو 

  آاریاه متغییر ارمیا  اسیتاا ارد باشی Zاگر  ،کلی طوربی    

دارای توزییع ارمیا   (48)بیی فیرم  Xلراریتم طبیعی متغیر 

 :است
 

(48) ZeXNZ  )1,0( 
 

ااحراف معییار لریاریتم طبیعیی  میاارین و کی در آ  

 هستن . Xمتغیر 

های طبیعی اهمییت پ ی هرما  در توصیف ا-توزیع لوگ    

 رش  حاص  ااباشتطبیعی فراین های  هادارد. در این پ ی ه

دیی گاه  بیرای مثیا ، از .اسیت اای کبسییار  اسبیتغییرات 

در طیو  زمیا  ئی زدرات یاگر ارخ ااباشت این تغیگیبرات 

 ها خواه  بود.مستق  از اا ازه آ متغیرها تغییر اکن ، رش  

شی ه در ارسا  مقی ار محتیوایم ت زما  بیازی شیطراج، 

های زای ه بی  ، بافتهای ادتماعی و اینترات، اا ازه شبکی

  مث  فنار خو ، اا ازه ذرات، دیرم یهای فیزیولوژویژگی

                                                 
2. Charles W. Cobb (1875–1949) &Paul H. Douglas 

(1892 1976) 
3. Galton, Francis (1822-1911) 

4. Gibrat, Robertt (1904–1980) 
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 اکثریییت)سییالاای(، درآمیی   بارایی گی ماهااییی مییولی، بینییینی

دمعیت، لریاریتم ایرخ ارز، لریاریتم  یمیت سیهام، تعی اد 

ارداعییات بییی مقییالات، اایی ازه شییهرها، زمییا  تعمیییر در 

ها مواردی هستن  کی توزیع ماان  آ  و تعمیر اب  هایسیستم

 ها مص اق دارد.لراریتمی ارما  در مورد آ 

و  دارای توزیع ارما  با مییاارین Xمتغیر تصادفی  اگر    

ارمیا  بیا -دارای توزییع لیوگ Xeباش ، آاریاه  2واریاا 

متغییر  خواه  بود. بالعک ، اگیر 2و واریاا  میاارین

و  ارمییا  بییا میییاارین-توزیییع لییوگ دارای Xتصییادفی 

بییا  دارای توزیییع ارمییا  Ln(X)باشیی ، آارییاه  2واریییاا 

 خواه  بود. 2و واریاا  میاارین 

ارمییا  بییا میییاارین -دارای توزیییع لییوگ 1Xاگییر     
1  و

واریاا  
2

1

ارمیا  بیا -دارای توزیع لیوگ nXو ....و متغیر  

میاارین 
n   و واریاا

2

n
ها ضرب آ باشن ، آاراه حاص  

ارمیا  خواهی  بیود کیی مییاارین آ  -ایز دارای توزیع لوگ

و وارییاا  آ  مجمیوع  nXتیا  1Xمتغیرهای  مجموع میاارین

 ,Mittelhammer) خواهی  بیود nXتا  1Xمتغیرهای واریاا  

2013: 355.) 

  

(49) ),(log...
1

2

1

1 



n

i
i

n

i

in normalXX  
 

 رما  با میاارینا-دارای توزیع لوگ Xمتغیر تصادفی  اگر

ارمیا  بیا -لوگ ی توزیعادار aXآاراه  باش ، 2و واریاا 

دارای توزییع  X+aمتغییر ، 2و واریاا alnمیاارین

 X/1متغییر  ،2و وارییاا  aاارین ارما  با میی-لوگ

 و 2و وارییاا  رما  با میاارین ا-توزیع لوگ دارای

و  kرمییا  بییا میییاارین ا-توزیییع لییوگ دارای kXمتغیییر 

 . است 22kواریاا 
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