
 

 سازی ایستابهینه

Mathematical optimization 

 :مقدمه (0

مقدار انتخاب بهترین  ریزي ریاضیبرنامهیا  ایستا سازيبهينه

با استفاده  با توجه به برخی از معيارهاها دادهمجموعه  یکاز 

ریاضییی ا ر در یک  سییازيبهينه .اسیی از ابزارهاي ریاضییی 

ا ر در  ایسییتا   سییازيبهينهلحظه از زمان انجام پذیرد آن را 

لذا در  .پویا خوانند سییازيبهينهد آن را طول زمان انجام شییو

متغيرها مسییتقا از زمان  ،خلاف پویابر ،ایسییتا سییازيبهينه

 سازيبهينهتعاریف اساسی در  به ابتدا ،در این نوشتار اس .

ستا پرداخته سی ،ای سا ضایاي ا ستا  ریزيبرنامهدر  سپس ق ای

هاي ک در حال هلاسیییي ریزيبرنامه ،آنگاه ،اشیییاره هرده

سپس  .شودمی پوش بيان یانگ   قضایاي مختلف تشریح  

مه نا حث هاي مختلف آن  صیییور  خطیغير ریزيبر  ب

ستا سازيبهينهبراي بيان  شود.می سيا از ای ساب دیفران  ،ح

 .شودمی استفاده ها  جبر ماتریس توابع حقيقی

  

 قضایای اساسی  و تعاریف(1

ستا سازيبهينهبراي بحث در  شنا ای  ی با برخی از مفاهيم  یآ

یا ضیییر ر  دارد به این موارد، قضیییا تدا   در این بخش اب

 . پردازیممی
 

 :ستایا یسازنهیبه (Formal) یصور انیب (1-1
 :ر  هستيمهر ب با عواما زیر ایستا سازيبهينهدر 

ی  - یر تصممم  غ ت را بییه آن :(Decision Variable) م

1 2( , ,..., )nX x x x دهيممی نشانnX  . 

 نشیییان Aرا به  آن :(Feasible Space) فضمممای م    -

nX ،دهيم   داریممی A  

را بییه  آن :(Objective Function) تممابممف  مم   -

( )Z F Xدهيممی نشان.  

Xتعيين :مسممه ه -  از فضیییاي مم نA تابع  ههطوريبه

)هدف )Z F X شينه) را ماهزیمم  (همينه} مينيمم یا (بي

  .هند

 :به فرم زیر است سازیبهینهصورت ک ی مسه ه  -

- 

, , ( )Max or min Z F X 

(1) . . nX As t   
 

هاي مختلف تابع هدف   فضیییاي صیییور بهبا توجه     

هلاسيک  ریزيبرنامهمم ن اس  مسئله ،  (1) مسئله ،مم ن

 .(1386، )اینترليگيتور یا خطی باشد خطی  غيریا 

 

سبی  و (Global) تعریف ماکزیمم و مینیمم مطلق ن

 : (Local) موضعییا 

𝑍تابع      = 𝐹(𝑋)  در𝑋∗
nA ،، یا  ماهزیمم

 :مطلق اس  ا ربيشينه 
 

∀𝑋 ∈ 𝐴 ⇒ 𝐹(𝑋) ≤ 𝐹(𝑋∗) 
 

 :مينيمم یا همينه مطلق اس  ا ر ∗𝑋تابع در 

 

∀𝑋 ∈ 𝐴 ⇒ 𝐹(𝑋) ≥ 𝐹(𝑋∗) 

 

تابع در این ، باشیید پيوسییتههمسییایگی آن    ∗𝑋در این تابع 

جميع مقادیر نزدیک  ازايهر با ، اسیی  نسییبیبيشییينه  نقطه

 داشته باشيم: 𝑋∆صفر
 

𝐹(𝑋∗ + ∆𝑋) ≤ 𝐹(𝑋∗) 

 

 نسبی اس  ا رهمينه 
 

𝐹(𝑋∗ + ∆𝑋) ≥ 𝐹(𝑋∗) 
 

در آن  مطلق باشد  اي بيشينه یا همينه نقطها ر تابع در  ن ته:

شد شينه ی ،نقطه   همسایگی آن پيوسته با همينه  ااین نقطه بي

  .هس نسبی نيز 
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 :(Saddle Point) تعریف نقطه زینی

تابعی  به تغييرا  برخی از متغيرها چندا ر  متغيره نسیییب  

شينه سب  به تغييرا  بقيه متغيرها    بي شد همينهن را  نقطه ،با

𝑍متغيره د تییابع  .زینی  وینیید = 𝐹(𝑥, 𝑦)، ،در نقطییه، 

(𝑥∗, 𝑦∗)  ا ر  ،زینی اس 
 

𝐹(𝑥∗ + ∆𝑥, 𝑦∗) ≤ 𝐹(𝑥∗, 𝑦∗) ≤ 𝐹(𝑥∗, 𝑦∗ + ∆𝑦) 

 

سب  به      شينه ∗𝑥این تابع ن سب  به    بي در  همينه   ∗𝑦ن

(𝑥∗, 𝑦∗) اس  زینی.  

 

 
 (1ش ا )

 ،نسبیبيشينه ،  مطلقهمينه   نقاط بيشينه ر یه  (1در ش ا )

 . شودمی دیده نقطه زینی

 

 تفاوتی:بییا  (Contourمنحنی تراز )

)،ا ر تابع هدف )Z F Xرا با صییفحهZ C ،(C  

)،داریم،  قطع هنيم. ( )F X C این تابع موسییوم به منحنی 

هاي حنینتغيير هند م Cا ر مقدار .اسییی تفا تی یا بیتراز 

س هتراز مختلفی ب شدد ا ر تابع هدف . آیدمی د  ،متغيره با

تفا تیبیمنحنی  
1 2
,  x xF C  در این رابطه ا ر . اسیی

 
1 2
,  x x  تغيير هند مقدارz  اس  ثاب . 

سئله ، شودمی ثاب  سئله  ریزيبرنامهجواب م ستا براي م ای

شينه س نترین( مينی)براي همينه پا بر بالاترین بي  حنی تراز ا

 . فصا د م(، همان) توان رسم هردمی هه در فضاي مم ن

ش ا )     شينه   (2در  همينه  زینی    تابع هدف با نقاط بي

 . هاي تراز زیر آن رسم شده اس در هر مورد تصویر منحنی

 
 (2ش ا )

 

 تعریف امتداد ترجیحی :
هدف را در نظر Z ، يریممی تابع  = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛) ، 

 يبردار ا ر. اسیی  ا ل مرتبه یجزئ مشییتق n يدارا تابع نیا

 بردار را آن باشد، مشتقا  نیا آن يهالفهؤم هه ميده ايتش 

 :میدار نامند، انی راد
 

 ،𝛻𝑍(𝑋) =
𝜕𝑍(𝑋)

𝜕𝑋
=

(
𝜕𝑍(𝑋)

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑍(𝑋)

𝜕𝑥2
, … ,

𝜕𝑍(𝑋)

𝜕𝑥𝑛

́
) = 𝑃 

 

 نیشییتريب انی راد بردار امتداد در حره  هه شییودیم ثاب  

تداد را آن لذا داده هدف تابع به را شیافزا  یحيترج ام

ند ه  برع س ،خوان ه  در حر خالف ج  نیشیییتريب آن م

-2/238: 1396، )پورهاظمی دهدیم هدف تابع به را هاهش

240). 

 

 ریزی ایستا:قضایای اساسی در برنامه

 (قضیه وایرشتراس )شرط کافی -

( هراندار   فشرده )بسته ،ناتهی 𝐴ا ر مجموعه فضاي مم ن 

 𝐴 ⊆ ℝ𝑛   تابع هدف 𝐹(𝑋) در 𝐴 سته بوده تابع هدف  ،پيو

داراي  در داخا یا در مرز آن فضیییاي مم ن اي درنقطهدر 

 . مطلق اس  مينيمم  ماهزیمم 
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 :()شرط کافی موضعی قضیه مط ق و -

ضییمن  در  فشییرده  ،ناتهی 𝐴ا ر مجموعه فضییاي مم ن 

شد سته  مقعر بوده 𝐴 در𝐹(𝑋)  تابع هدف  ، محدب با  ،پيو

نسییبی باشیید تابع در این  ماهزیمم ∗𝑋هدف در نقطه ا رتابع 

این ، مقعر باشییید اًتابع اهيد ا ر. نقطه ماهزیمم مطلق اسییی 

، 1393، پورهاظمی ؛1386، )اینترليگيتور ماهزیمم ی تاسییی 

 فصا د م(

 

 قضیه یانگ:
𝑧 ا ر تابع = 𝑓(𝑥, 𝑦)  سایگی ,𝑥0)در هم 𝑦0) شد    معين با

𝑓�� ،هنيممی چنين فرضهم

𝜕𝑥
، ،𝜕𝑓

𝜕𝑦
، ، 

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
  𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
2𝑓��در این همسییییایگی معين   ،

𝜕𝑦𝜕𝑥
  𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
در این  

 داریم: صور دراین، ناحيه پيوسته باشد
 

𝜕2𝑓(𝑥0,𝑦0)

𝜕𝑦𝜕𝑥
=
𝜕2𝑓(𝑥0,𝑦0)

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 

با  ما ،براي اث ها ,𝑓(𝑥  تابع نمو  𝑦) طه ,𝑥0)رادر نق 𝑦0) 

 . رسيممی  از قضيه ميانگين استفاده هرده به رابطه فوق نوشته

س  ن ته اول: ضيه آن ا شود مفهوم این ق هه ا ر براي  توجه 

تابع  𝑧هر  = 𝑓(𝑥, 𝑦) باشییید يب  ،شیییرایو فوق برقرار  ترت

 . اثر ندارد در مقدار آن  يريمشتق

𝑧براي تابع  ههصورتیدر :دومن ته  = 𝑓(𝑥, 𝑦)  شرایو قضيه

شتقا  مراتب بالاتر یانگ سوم مثلاً ،براي م نيز برقرار  مرتبه 

 داریم: صور دراین ،باشد
 

𝜕3𝑓(𝑥0,𝑦0)

𝜕𝑦𝜕𝑥2
=
𝜕3𝑓(𝑥0,𝑦0

𝜕𝑥𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕3𝑓(𝑥0,𝑦0)

𝜕𝑥2𝜕𝑦
 

 

 .(181تا2/178: 1396، )پورهاظمی

 

 

 

 کلاسیک: ریزیبرنامه (2

 زیر اس : صور بههلاسيک  ریزيبرنامهصور  هلی مسئله 
 

𝑀𝑎𝑥 𝑜𝑟 𝑀𝑖𝑛 Z = 𝑓(𝑋)
= 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛), 𝑋𝑛×1 ∈ ℝ

𝑛 

s. t.  𝐺(𝑋) = 𝐵 ⇔ {

𝑔1(𝑋) = 𝑏1
𝑔2(𝑋) = 𝑏2

⋮
𝑔𝑚(𝑋) = 𝑏𝑚

 ⟹  𝐺(𝑋) = 𝐵       (2) 

 

 

سئله  شتهمتغير  n ،قيد mاین م 𝑛   ،دا > 𝑚  n-m،  را درجه

سئله . آزادي  ویند سيک  ریزيبرنامهم داراي حالا  زیر هلا

 . اس 
 

𝑛                    :حالت اول( 2-1 = 1,𝑚 = 0  ، ،(3)         
𝑀𝑎𝑥 𝑜𝑟min𝑍 = 𝐹(𝑥), 𝑥𝜖ℝ 

 

  .هلاسيک اس  ریزيبرنامهترین مسئله سادهاین 

شرط لازم ضیه  𝑍ا ر تابع  :دوم و مرتبه اول ق = 𝐹(𝑥) در 

در این نقطه داراي مشییتق    ماهزیمم )مينيمم( باشیید ∗𝑥نقطه

  ،آیدمی )شرط مرتبه ا ل( لازمباشد آنگاه 
 

𝑑𝑍(𝑥∗)

𝑑𝑥
= 𝐹(𝑥∗)́ = 0 

 

شتق مرتبه د م نيز شد ا ر تابع در این نقطه داراي م آنگاه ، با

یدمی لازم به، آ  د م( )شیییرط لازم مرت
2

2
0

d Z

dx
  براي(

≤همينه علام  نامسا ي فوق  . اس (   0

 . تابع هدف مقعر باشدا ر  اس  هافیلازم فوق  شرط: ن ته

 دادهمسا ي صفر قرار  مشتق  رفته   (3از تابع ) قضيهطبق 

 داریم:

𝑑𝑍

𝑑𝑥
= 𝐹𝑥

′(𝑥) = 0 ⟹ 𝑥 = 𝑥∗    ⟹ 𝑍∗ = 𝐹(𝑥∗)     

⟹ 𝑀(𝑥∗, 𝑍∗) 
طه طه را M نق ند، (Critical Point) یبحران نق  نقطه نیا نام

 . باشد چ داميه ای نهيهم ای نهيشيب اس  مم ن
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 د م مرتبه لازم شیییرط از Mیبحران نقطه نوع نييتع يبرا    

 : میدار
 

𝑑2𝑍(𝑥∗)

𝑑𝑥2
⟺ {

≤ 0⟹  𝐿𝑜𝑐𝑎𝑙 𝑀𝑎𝑥
≥ 0 ⟹ 𝐿𝑜𝑐𝑎𝑙 𝑀𝑖𝑛

= 0 ⟹  سه حال  دارد
 

 

 یعنی ∗𝑥همسایگی، شد صفر د م مرتبه مشتق هه سوم حال 

𝑥∗ + ∆𝑥 به د م نظر ته را در مشیییتق مرت حالا  زیر ،  رف

 قرار اس :بر

𝑑2𝑍(𝑥∗ + ∆𝑥)

𝑑𝑥2
{

≤ 0 ⟹ 𝐿𝑜𝑐𝑎𝑙 𝑀𝑎𝑥
≥ 0 ⟹ 𝐿𝑜𝑐𝑎𝑙 𝑀𝑖𝑛

= 0 ⟹ 𝑖𝑛𝑓𝑙𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡
 

 

-165: ، پورهاظمی) حال  سیوم نقطه عطف اسی 

173). 
 

𝒏                حالت دوم:( 2-2 > 𝟏,𝒎 = 𝟎 

𝑀𝑎𝑥𝑍 = 𝐹(𝑋) = 𝐹(𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛), 𝑋ℰℝ
𝑛  

 

  :شودمی ثاب  د متغيره قضيه زیرچن همک بسو تيلورهب

به  قضممیه شممرط لازم  ∗𝑋نقطه ا ر تابع فوق در :اولمرت

این نقطه داراي مشتقا   در   مينيمم یا زینی( باشدماهزیمم )

این نقطه صفر بردار  رادیان در ، آنگاه ،جزئی مرتبه ا ل باشد

 . اس 

(4) 

∇𝑍(𝑋∗) =
𝜕𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑋
= (

𝜕𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥2
, … ,

𝜕𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥𝑛

́
) = 𝑜 

 

شتقا  نقطه داراي  تابع در این ا ر دوم:شرط لازم مرتبه  م

)شییرط لازم ، آیدمی لازم ،آنگاه، باشیید جزئی مرتبه د م نيز

𝑑2𝑍(𝑋)، مرتبه د م( =  (∆𝑋) 𝐻(𝑋∗)́ (∆𝑋) ≤ 0) 

 مفرم درجه د  کیهه  فوق د م مرتبه ايفرانسیییید علام 

 :اس  X*ماتریس هشين در علام   اس 
 

         (5)     =  H(𝑋∗) =

(

 
 

𝜕2𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥1
2

𝜕2𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥1𝑥2
⋯

𝜕2𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥1𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝜕2𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥𝑛𝑥1

𝜕2𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥𝑛𝑥2
⋯

𝜕2𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥𝑛
2
)

 
 
≤ 0

𝜕2𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑋2
 

 

معين مثب  یا نامعين شیییبها ر ماتریس فوق  :1ن ته

 . اس  زینی یا همينه نسبی نقطه بحرانی ،باشد

یانگ یک برماتریس فوق  :2ن ته يه  اسیییاض قضییی

 . ماتریس متقارن اس 

∗𝑋( نییقییطییه بییحییرانییی 4) مییعییادلییه رابییطییه n از =

(𝑥1
∗, 𝑥2

∗, … . , 𝑥𝑛
( نوع نقطه 5از ماتریس ) تعيين شییده   (∗

 .فصا سوم( ،1386 ،)اینترليگيتور آیدمی دس هب
 

 :تابف مقی  ،حالت سوم( 2-3

𝑛یعنی، تابع هدف داراي د  متغير   یک قيد باشد = 2, 𝑚 =

1 

𝑀𝑎𝑥𝑧 = 𝐹(𝑥1, 𝑥2 ) 

(6)                            s. t. 𝑔(𝑥1, 𝑥2 ) = 𝑏 

 

  :شودمی سه ر ش حاه این مسئله ب

  روش جایگذاری: (1

متغير رابطه قيد ی ی از متغيرها را برحسییب  در این ر ش از

به دیگر ,𝑔(𝑥1داریم :  ،هنيممی محاسییی 𝑥2 ) = 𝑏 ⟹ 𝑥2 =

ℎ(𝑥1) 

 داریم: ،دهيممی تابع قرار در
 

𝑀𝑎𝑥𝑧 = 𝐹(𝑥1,  ℎ(𝑥1)) ⟹, 𝑧 = 𝐹1(𝑥1) 
 

س  این تابع سئله بد ن قيد با یک متغير ا حال  ا ل  ،یک م

شينه آن )بد ن   فوق تابع هدف  (3ش ا )در  ،اس  ( قيدبي

 . نشان داده شده اس  ،بيشينه تابع مقيد  
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 (3ش ا )

 

 :لاگرانژروش ضریب (2

 : يریممی ( را در نظر6) ریزيبرنامه مسئله
 

𝑀𝑎𝑥 𝑧 = 𝐹(𝑥1, 𝑥2 ) 

s. t. 𝑔(𝑥1, 𝑥2 ) = 𝑏 
 

جواب فوق منطبق اس  بر  مسئلهبهينه جواب  ،شودمی ثاب 

 :زیر بهينه تابع

(7) 

𝐿 = 𝐹(𝑥1, 𝑥2 ) + 𝜆[𝑏 − 𝑔(𝑥1, 𝑥2 )]  
 

به ضیییریب موسیییوم   𝜆   تابع لا رانژ این تابع موسیییوم به

اساض بر. حال  د م اس  تابعی با سه متغير   ،اس  لا رانژ

صا  نقطه بحرانیشرط لازم مرتبه ا ل  . شودمی تعيين مخت

 داریم:

𝛻𝐿 = (
𝜕𝐿

𝜕𝑥1
,
𝜕𝐿

𝜕𝑥2
,
𝜕𝐿

𝜕𝜆
) = 𝑂 ⟹

{
  
 

  
 
𝜕𝐿

𝜕𝑥1
= 𝐹𝑥1

′ − 𝜆𝑔𝑥1
′ = 0

𝜕𝐿

𝜕𝑥2
= 𝐹𝑥2

′ − 𝜆𝑔𝑥2
′ = 0

𝜕𝐿

𝜕𝜆
= 𝑏 − 𝑔(𝑥, 𝑥2) = 0

 

 

𝑥1) ،از دسیییتگاه فوق مقادیر
∗, 𝑥2

∗ , 𝐿∗ = 𝑧∗), 𝜆∗ دسییی هب 

در نقطه بحرانی مقدار تابع لا رانژ   تابع هدف برابر  .آیدمی

  .اس 
 

  شرط لازم مرتبه دوم:

 را تعييننقطه بحرانی نوع دترمينان مرزي هشين علام  

|𝐻̅2|        :هندمی = |

0 𝑔𝑥1
′ 𝑔𝑥2

′

𝑔𝑥1
′ 𝐿𝑥12

′′ 𝐿𝑥1𝑥2
′′

𝑔𝑥2
′ 𝐿𝑥2𝑥1

′′ 𝐿𝑥22
′′

| ⟹

{
|𝐻̅2| ≥ 0, 𝐿𝑜𝑐𝑎𝑙 𝑀𝑎𝑥

|𝐻̅2| ≤ 0 𝐿𝑜𝑐𝑎𝑙 𝑚𝑖𝑛
 

 

 . (272تا2/259 :1396 ،پورهاظمی)

حذف را ا ل  بين د  معادله 𝜆  ا ردسیییتگاه بالا  از: 1ن ته 

 داریم: ،هنيم

𝐹𝑥1
′

𝐹𝑥2
′
=
𝑔𝑥1
′

𝑔𝑥2
′
 

 

( منطبق 6نقطه بحرانی در مسئله ) رابطه مبين آن اس  ههاین 

 . به مشتقا  تابع قيد اس  بر نسب  مشتقا  تابع هدف

 داریم: ،رابطه فوق را در منفی ضرب هنيم :2ن ته 

−
𝐹𝑥1
′

𝐹𝑥2
′
= −

𝑔𝑥1
′

𝑔𝑥2
′
 

 

شتتق  ,𝐹(𝑥1 تفا تیبی نیمنحطرف ا ل م 𝑥2 ) = 𝐶  طرف  

,𝑔(𝑥1د م مشییتق تابع  𝑥2 ) − 𝑏 = از این . قيد اسیی ،  ، 0

سا ي نتيجه تفا تی هاي بیمنحنیبحرانی در نقطه  شودمی ت

 . اندمماض هم   قيد بر

 تفسیر اقتصادی ضریب لاگرانژ:

  ، يریممی را در نظر (7تابغ لا رانژ )
 

𝐿 = 𝐹(𝑥1, 𝑥2 ) + 𝜆[𝑏 − 𝑔(𝑥1, 𝑥2 )] 
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تابع    ،فر ش مثلاً ،پول باشییید Fا ر تابع هدف  ،این ه ا ل

 توان قيم   احد این ام انا می را 𝜆 ،ام انا  باشییید قيد

 . مندنا (Shadow Price) قيم  سایه  آن را  دانس 

تابع لا رانژ  ،این ه د م     به از  ب    مشیییتق جزئی bنسییی

    : يریممی

𝜕𝐿

𝜕𝑏
= 𝜆 ⟹

𝜕𝐿∗

𝜕𝑏
= 𝜆∗ 

 

 .چون در نقطه بحرانی تابع هدف   تابع لا رانژ برابر اسییی 

 یا هم ا ر یک  احد به ام انا  اضافه ،مبين آنس  این رابطه

 . هندمی تغيير ∗𝜆شود تابع هدف به اندازه 

 روش ترسی ی: (3

سئله راهب متغيرهدر حال  د  ش ا م  ،توان حا هردمی همک 

،  هاي ترازمنحنی سییپس ی ی از ،تابع قيد را رسییم هرده ابتدا

𝐹(𝑥1, 𝑥2 ) = 𝐶 را  دیگر تراز يهایمنحن ،ميهنیم رسیییم را

جواب منطبق دانيم می ،هنيممی رسم در امتداد بردار ترجيحی

منحنی تراز هه در مسئله همينه(  ترینينیین )پااس  بر بالاتر

  .توان رسم هردمی هه در فضاي مم ن

توان نشان داد شرط بيشينه بودن تابع مطلوبي  می ن ته اول:

حدب بودن منحنی  ،فوق فا تی اسیییی بیم  :1386 ،) بر ت

2/537). 

 نبوددليا هب ،ها باشیید وشییها ر جواب بهينه در ن ته دوم: 

 لی ، دهدنمیجواب  هاي ا ل   د مر ش ها وشهدر  مشتق

 . دهدمی ر ش ترسيمی جواب
 

 ( حالت ک ی:2-4

متغير  n  داراي (2)هلاسيک  ریزيبرنامهصور  هلی مسئله 

  m : قيد اس 

𝑀𝑎𝑥 Z = 𝐹(𝑋) 

s. t.  𝐺(𝑋) = 𝐵 
 

 :اس  ریز صور به لا رانژ تابع 

𝐿 = 𝐹(𝑋) + 𝜆1[𝑏1 − 𝑔1(𝑋)] + 𝜆2[𝑏2 − 𝑔2(𝑋)]
+ ⋯+ 𝜆𝑚[𝑏𝑚 − 𝑔𝑚(𝑋)] 

𝐿 = 𝐹(𝑋) +𝜆1×𝑚[𝐵 − 𝐺(𝑋)]𝑚×1 
 

 :مرتبه اولشرایط لازم 

 یعنی:، برابر صفر اس  بردار  رادیان تابع لا رانژ

𝛻𝐿 = 𝑂

⟹ (
𝜕𝐿

𝜕𝑥1
 ,  
𝜕𝐿

𝜕𝑥2
, … ,

𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑛
,
𝜕𝐿

𝜕𝜆1
,
𝜕𝐿

𝜕𝜆2
, … ,

𝜕𝐿

𝜕𝜆𝑚
)

= 01×(𝑚+𝑛) 
 

از آن مقادیر    ،مجهول اسییی  m+nمعادله m+nرابطه فوق 

𝜆∗,(𝑋∗, 𝑍∗)  ،آیدمی دس هنقطه بحرانی ب. 

  

 :مرتبه دومشرایط لازم 

 داریم:ماتریس مرزي هشين زیر از 

𝐻̅𝑛 =

[
 
 
 0𝑚×𝑚 (

𝜕𝐺

𝜕𝑋
)𝑚×𝑛

(
𝜕𝐺

𝜕𝑋
)𝑛×𝑚
′ (

𝜕2𝐿

𝜕𝑋2
)𝑛×𝑛]

 
 
 

(𝑚+𝑛)(𝑚+𝑛)

 

 

ماتریس داراي  𝑛این  + 𝑚،  نان اصیییلی اسییی  ا ر .دترمي

𝑛 − 𝑚 اصییلی دترمينان آخر 𝐻𝑛   ا لين آن علامتی متنا ب 

صفر  𝑚+1(1−)داراي علام   شدیا   بحرانینقطه  تابع در، با

یا صفر  𝑚(1−)ا ر همگی داراي علام  . اس نسبی بيشينه 

شد سبی ينه هم بحرانینقطه  تابع در با س ن  ,Sydsaeter( ا

 .فصا سوم( ،1386، اینترليگيتور؛ 117-129 :2008

 

 

 :(Envelope Theorem)قضیه پوش (3

نهدر  باً سیییازيبهي غال به  اقتصیییاد  هدف   قيود آن  تابع 

را  پارامترهادر تعيين مقدار بهينه ، ی بسیییتگی داردیپارامترها

حسیییب این پارامترها برمقادیر بهينه  ثاب  در نظر  رفته  
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هاي اقتصییادي این پارامترها در موقعي  ،اما. شییودمی تعيين

ندمی تغيير ها را بر أت خواهيممیا ر  ،ه پارامتر ثير تغيير این 

 از قضییيه پوش در این مورد اسییتفاده مقادیر بهينه تعيين هنيم

 .(Sydsaeter, 2008: 121) شودمی

، هلاسیییيک بد ن قيد را در نظر  رفته ریزيبرنامهمسیییئله  

                    :داریم، باشیید 𝛼پارامتري مانند  هنيد تابع هدف داراي فرض

(8)     𝑀𝑎𝑥 𝑧 = 𝐹(𝑥1, 𝑥2, 𝛼 ) 

، هنيممی همک شیییرط لازم مرتبه ا ل تعيينهمقادیر بهينه را ب

 داریم:

{
 
 

 
 𝜕𝑍(𝑋

∗)

𝜕𝑥1

́
= 𝐹𝑥1

′ (𝑥1, 𝑥2, 𝛼) = 0

,
𝜕𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥2

́
= 𝐹𝑥2

′ (𝑥1, 𝑥2, 𝛼) = 0

 

 

نه  قادیر بهي گاه فوق م 𝑥1)ازحا دسیییت
∗(𝛼), 𝑥2

∗(𝛼) ), تعيين 

   𝛼 مختصا  نقطه بهينه تابعی از پارامتر ر شن اس  .شودمی

ا ر . هنيم شییرط مرتبه د م نيز برقرار باشییدمی فرض .اسیی 

تابع هدف قرار دهيم نه را در  قادیر بهي  تابع جدیدي ،این م

 : آیدمی دس بهزیر  صور به 𝛼 برحسب

(9) 
𝑉(𝛼) = 𝐹(𝑥1

∗(𝛼), 𝑥2
∗(𝛼), 𝛼 ) 

 

  ، (indirect function) مستقيمغيرتابع هدف  رااین تابع 

 تابع حداهثر ارزش ،چون مقدار بهينه تابع هدف اس 

(maximum- value function)  نامندمینيز . 

بهينه  مقدار اس    𝛼تابع هدف اصلی تابعی از پارامتر  چون

یک  احد تغيير هند مقدار  𝛼 حال ا ر ،اسییی  𝑉(𝛼) آن نيز

 . هندمی تابع هدف چقدر تغييربهينه 

یه  ب  :پوشقضمم هدف می ثا تابع  نه  قدار بهي هنيم تغيير م

هند هافی اسیی  در تابع هدف می تغيير 𝛼 هنگامی هه پارامتر

صلی  ,𝑥1ا 𝑥2   سب  به را ثاب  فرض هرده شتق  𝛼 تنها ن م

𝐹αهه برابر  بگيریم
′(𝑥1, 𝑥2, 𝛼)  اس . 

 داریم: رفته مشتق  𝛼نسب  به  (9) مستقيمغير تابع از    
 

𝑑𝑉(𝛼)

𝑑𝛼
= 𝐹𝑥1

′ (𝑥1, 𝑥2, 𝛼)
𝑑𝑥1
𝑑𝛼

+ 𝐹𝑥1
′ (𝑥1, 𝑥2, 𝛼)

𝑑𝑥2
𝑑𝛼

+ 𝐹α
′(𝑥1, 𝑥2, 𝛼) 

 

𝐹𝑥1 ،لازم از شرط
′ = 𝐹2

′ =  :میدار سپ0
 

 ،𝑑𝑉

𝑑𝛼
=

𝑑𝑍∗

𝑑𝛼
= 𝐹α

′(𝑥1, 𝑥2, 𝛼) 
 

 . این قضيه براي چند پارامتر نيز برقرار اس 

ته يد :ن  تابع مق يه پوش براي  نگ را قضییی يد    لم هتلي ببين

(Chiang, 2005: 430-432). 

 

 Nonlinear) یخررطررریررغرر یزیررربرررنررامرره(4

Programing)  
 صور بهخطی  غير ریزيبرنامهاستاندارد مسئله  فرم هلی  

 :زیر اس 

(10) 

MaxZ = 𝑓(𝑋) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛)𝑋𝑛×1 ∈ ℝ
𝑛 

St. {

𝑔1(𝑥1, 𝑥2⋯𝑥𝑛) ≤ 𝑏1
𝑔2(𝑥1, 𝑥2⋯𝑥𝑛) ≤ 𝑏2

⋮
𝑔𝑚(𝑥1, 𝑥2⋯𝑥𝑛) ≤ 𝑏𝑚

 

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0,… , 𝑥𝑛 ≥ 0 

𝑛 ≥ 𝑚, 𝑛 یا < 𝑚 
 

هاي قيود ژ علام  نامسییا ی، ا ر مسییئله فوق همينه باشیید

سئله. شودمی عوض سيک ) ریزيبرنامه با م سه 2هلا ( مقای

ير تصميم متغ د م این ه، ؛قيود نامعادله اس ، این ه ا ل، شود

تواند همتر یا مسییا ي یا می تعداد قيودسییوم این ه،  ؛نامنفی

طی سه خ ریزيبرنامهبراي حا . بيشتر از تعداد متغيرها باشد

 .  يریممی نظر حال  در
 

نداریم تنها یک متغير داشیییته  حالت اول: ( 4-1  ،قيدي 

𝑛 = 1,𝑚 =  :آیدمی صور  زیر دره( ب10مسئله )، ،0

(11) 
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 𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 𝐹( 𝑥) 𝑥 ∈ ℝ 

𝑥 ≥ 0 
 

𝑍ا ر تابع  :و کافی شممرط لازم قضممیه = 𝐹(𝑥) نقطه در𝑥∗ 

سبی  ماهزیمم شدن شتق    با مرتبه ا ل در این نقطه داراي م

 :آیدمی لازمباشد آنگاه  نيز

(12) 
𝑑𝑍(𝑥∗)

𝑑𝑥
= 𝐹𝑥

′(𝑥∗) ≤ ∗𝑥و 0 × 𝐹𝑥
′(𝑥∗) = 0 

 

، باشیید نيز )براي مسییئله همينه محدب(ا ر تابع هدف مقعر 

سیازي باشید همينها ر مسیئله . سی ههافی نيز  ،لازمشیرط 

  .شودمی شرط لازم عوض در علام  نامسا ي
 

𝑛حالت دوم:(4-2 ≥ 1,𝑚 =   داریم:، ،0

 𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 𝐹(𝑋) = 𝐹(𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛)𝑋𝑛×1 ∈ ℝ
𝑛 

𝑋 ≥ 0(13) 

 

شرط لازم ضیه  𝑍ا ر تابع  :ق = 𝐹(𝑋) نقطه در𝑋∗ ماهزیمم 

سبی شد ن شتق   با  ا لا  جزئی مرتبه در این نقطه داراي م

 :آنگاه داریم ،باشد

(14) 

𝜕𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑋
= 𝛻(𝑋∗) ≤ 0

⟺ (
𝜕𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥2
, … ,

𝜕𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥𝑛

́
)

≤ 0 

 
 یا: نامعادله داریم n یعنی

𝛻(𝑋∗). 𝑋∗ = 0

⟺ (
𝜕𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥2
, … ,

𝜕𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥𝑛

́
)

× (𝑥1
∗, 𝑥2

∗, … . , 𝑥𝑛
∗) = 0 

 

 :معادله داریم nلذا ، ندصفر برابر داخلیهليه عواما ضرب 

(15) 

𝑥1
∗
𝜕𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥1
= 𝑥2و0

∗
𝜕𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥2
= …و0 ∗𝑥𝑛و

𝜕𝑍(𝑋∗)

𝜕𝑥𝑛
= 0 

 

س   ∗𝑋( نقطه بحرانی15) معادلا  از س  به بد  ا ر ،آمدهد

 . جواب اس ، ( صدق هند14) يهادر تمامی نامسا ي

ست اگر شرط کافی ا ضیه فوق  ش  تابف     مقعر ق  با

 .()برای مسه ه ک ینه مح ب باش 

  

𝑛، حال  این :سومحالت (4-3 = 2,𝑚 =  داریم، ،2

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 𝐹(𝑥, 𝑦) 

s. t. {
𝑔1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑏1
𝑔2(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑏2

         (16) 

𝑥 ≥ 0,  𝑦 ≥ 0 
 

سئله  :(Kuhn-Tucker) تاکر-شرایط لازم کان  صور بهم

زیر  صییور بهابتدا تابع لا رانژ را  فوق )یا همينه(اسییتاندارد 

 دهيم:می تش يا
 

𝐿 = 𝐹(𝑥, 𝑦) + 𝜆1[𝑏1 − 𝑔1(𝑥, 𝑦)] + 𝜆2[𝑏2
− 𝑔2(𝑥, 𝑦)] 

 

 قراربرزیر  صییور بهتاهر  -شییرایو لازم هان شییودمی ثاب 

 :اس 

{
  
 

  
 
𝜕𝐿

𝜕𝑥
≤ 0

𝜕𝐿

𝜕𝑦
≤ 0

𝜕𝐿

𝜕𝜆1
≥ 0

𝜕𝐿

𝜕𝜆2
≥ 0

⟹

{
  
 

  
 

𝜕𝐿

𝜕𝑥
× 𝑥 = 0

𝜕𝐿

𝜕𝑦
× 𝑦 = 0

𝜕𝐿

𝜕𝜆1
× 𝜆1 = 0

𝜕𝐿

𝜕𝜆2
× 𝜆2 = 0

(17) 

 

ستگاه د م  𝜆2 بحرانی مقادیر (17)از د
∗ , 𝜆1

∗ , 𝑦∗, 𝑥∗ ، سبه  محا

قبول اسییی  هه در صیییورتی مورد درمقادیر  این. شیییودمی

 . صدق هنند (17هاي )نامسا ي

 شرط کافی:
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 هسیی  ا ر هافی نيز تاهر-شییرایو لازم هان شییودمی ثاب 

 تابع هدف در این فضاي مم ن مقعر فضاي مم ن محدب  

 . باشد )براي مسئله همينه محدب(

علام  ، همينه باشیید صییور هب (16) ا ر مسییئله ن ته اول:

 . شودمی ع س (17)در قيود  هانامسا ي

تابع لا رانژدر مسییئله فوق نسییب   شییودیم ثاب  :دومن ته 

,𝑦به 𝑥   به بيشينه  نسب𝜆2, 𝜆1  همينه اس . 

 یا ی ی از ا ر برخی از متغيرها منفی نيز باشییند :سممومن ته 

  آن قيد در  قيود مسیییا ي باشییید رابطه مربوط به آن متغير

سا ي سا ي در صور به (17هاي )نام ستگاه    آیدمیت در د

 . شودمی د م آن رابطه حذف

ته چهارم هه د  متغير د :ن  له از  ،اریمدر این حالتی  مسیییئ

فضییاي مم ن را در فضییاي . حا اسیی ر ش ترسییيمی قابا

جواب منطبق اسیی  بر بالاترین )براي  ،بعدي رسییم هردهد 

 هه در فضیییاي مم نترین( منحنی تراز ينیپا مسیییئله همينه

 فصیییا چهارم(   ،1386 ،اینترليگيتور) توان رسیییم هردمی

  .(284-2/280: 1396 ،)پورهاظمی
 

 ( حالت ک ی:4-4

 ماتریسییی صییور به( را 10خطی )غير ریزيبرنامهصییور  

 داریم: ،نوسيممی
 

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 𝐹(𝑋) = 𝐹(𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛)𝑋𝑛×1 ∈ ℝ
𝑛 

(18)               s. t.  𝐺(𝑋) ≤ 𝐵 
𝑋 ≥ 0 

 

تاهر هه براي حال  سییوم اسییتفاده هردیم -شییرایو لازم هان

 تابع لا رانژ را تشیی يا. براي این حال  نيز صییادق اسیی 

 ،داریم، دهيممی

(19) 
𝐿 = 𝐹(𝑋) + 𝜆1×𝑚[𝐵 − 𝐺(𝑋)]𝑚×1 

 

 :زیر اس  صور بهتاهر –شرایو لازم هان 

(20)         

{

𝜕𝐿

𝜕𝑋
=

𝜕𝐹

𝜕𝑋
− 𝜆1×𝑚.

𝜕𝐺

𝜕𝑋
≤ 0 ⟹ (

𝜕𝐹

𝜕𝑋
− 𝜆1×𝑚.

𝜕𝐺

𝜕𝑋
) . 𝑋 = 0

𝜕𝐿

𝜕𝜆
= [𝐵 − 𝐺(𝑋)]𝑚×1 ≥ 0 ⟹ 𝜆1×𝑚[𝐵 − 𝐺(𝑋)]𝑚×1 = 0

 

 

ستگاه در س  یداخل ضربد م  هرابط( 20) د  يدارا یا ل .ا

n   ید م جمله m ،اس  ریز صور هب یعنی جمله: 

(21) 
{
 

 (
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
− 𝜆1×𝑚.

𝜕𝐺

𝜕𝑥𝑖
) . 𝑥𝑖 = 0

𝜆𝑘[𝐵 − 𝑔𝑘(𝑋)] = 0

𝑖 = 1,2, … , 𝑛 و 𝑘 = 1,2, … ,𝑚

 

 

,∗𝜆∗,(𝑋یعنی مقادیر  ،مجهول m+n (21معادله ) m+nاز 𝑍∗)، 

س هنقطه بحرانی ب صورتی مورد  درها این جواب. آیدمی د

 . ( صدق هند20هاي )هه در تمامی نامسا ي قبول هستند

تابع    ا ر فضاي مم ن محدب شرط لازم فوق کافی است

 ،)اینترليگيتور )براي مسییئله همينه محدب( باشیید هدف مقعر

 .فصا چهارم( ،1386

( 21) دستگاه باشد قيدسه  متغير   مثالی داراي سها ر  :ن ته

   با افزایش متغيرها لذا حا مسییئله، اسیی حال   64 داراي

در  اصولاً. پذیر نيس ام اندستی  تحليلی   صور به قيدها

سيک یا غيرخطی ریزيبرنامه ستا اعم از هلا هاي از ر ش ،ای

ستجوي ت راري ر ش نيوتن  مانند (Sequential Search) ج

یا  .شییودمی اسییتفاده مانند آن رافسییون یا ر ش فيبوناتچی  

الگوریتم  هاي مصییینوعی یاشیییب ههاي ابت اري مانند ر ش

 :فصول ،1394بر ر، لئون) ر دمی هارهب   مانند آن مورچگان

س البته قابا. (سيزدهتا  هف  صاد هه تذهر ا برخلاف  در اقت

ساده در  صنع  ما غالباً ستيمهر ب سازيبهينهبا توابع   ،ر  ه

هاي فوق اسییتفاده باید از ر ش ، لی ا ر توابع پيچيده باشیید

سياري از . هرد هاي مدلسازي اعم از بهينههاي مدلامر زه ب

افزارهاي هامپيوتري نرمهمک بهخطی یا خطی غير ،هلاسییيک

ستندتحليا  تجزیهساد ی قابا به توان از میدر این ميان  .ه

هایی نرم ند؛ افزار و  GAMS ،LINDO ،LINGO ،QSBمان
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TORA ستفاده هرد ساض ر شبر غالباًافزارها نرماین ، ا هاي ا

 . جستجوي ت راري نوشته شده اس 
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