
 

 توابع و انواع آن

Functions and Its Types 

 توابع و روابط

كنند، تعریف  ها تعریف ميامروزه تابع را با استتادا ه از موعه  
ب   لخهاه مقا یر بازه     xقدیعي آن چنین استتتاگ ا ر   ,a b   را

 ر  xجها ك  را ماغیر مستتاقگ  هیند، ماغیر بدان xاخایار كند، 
صل    ساقگ ب  تغییر مي bو  aفا  لیگ آنک  ب   لخهاه تغییر كند، م

 نعاید.مي

 رنظر   yبا  ناصر  Bو موعه    xبا  ناصر  A و موعه  ،  
صر   صر   x رفا ، ا ر طبق قانهني ب  هر  ن از موعه    yیک  ن

B  ر این صتتهرگ  هیند تابعي از نظیر شتته  ،A  ر B   تعریف
 نهیسند؛نشان  هیم مي fشده اسا. ا ر این تابع را ب  

 

(1) :f A B 
 

. شتتکگ شتتعااي تابع  ر  Bب   Aتابعي استتا از  fخهانند و مي
 را ملاحظ  كنید. 1شکگ 

 

 
صر     صي ك   نا نعاید را ب  باهان نظیر مي yرا ب   xا ر قانهن خا

صتتهرگ یک معا ل  ریا تتي نشتتان  ا ، م لا    ب  y f x  یا
 ,f x y o  .آنگاه این روابط را  تتاب   یا معا ل  تابع  هیند

 صهرگ زیر اساگ  های مرتب ب ای از جداموعه   fتابع 
 

(2) {( , ) , , ( )}f x y x A y B y f x    
 

 تعریف دوم تابع، به کمک رابطه
اند، مدروض yبا  ناصتتر  Bو موعه    xبا  ناصتتر  Aموعه   

A B های مرتبيحاصلضرب كارتزین  و موعه  ، زوج 
 صهرگ زیراساگب  
 

(3) {( , ) , , }A B x y x A y B    
 

Aای از هر زیرموعه   B   ای از را رابA  ر B .خهانند 
سا ك   ر آن ناهان  و زوج مرتب پیدا كر ،  تابع راب    ای ا
ك  مخاص اول آن مستتتتاوی، ولي مخاص  و  آن   طهریب  

سا. با این          صي از راب   ا شد، پس تابع حالاي خا ساوی با نام
ي هر راب   تعریف روشن اسا، ك  هر تابع یک راب   اسا، ول

 یک تابع نیسا.
 

 چند رابطۀ خاص 
2Aیک موعه ۀ  لخهاه باشد، Aا ر  A A   ، را  ر نظر  رفا

2fكنیم فرض مي A پس ،f    ای استتتتا از رابA  ر A ،
. حال ب  چند حالا Aای استتتا  ر راب   f هیند، اصتتت لاحا  

 تهج  كنید؛  Aخاص از راب    ر 
  هیند، ا ر  انعکاسي  Aرا  ر  fبناب  تعریف  رابطۀ انعکاسی:

(4) ( , )a A a a f    
 

 ماقارن خهانند، ا ر   Aرا  ر  fبناب  تعریف  رابطۀ متقارن:

(5) ( ,b) ( , )a f b a f    
 

 ماعدی نامند، ا ر  Aرا  ر  fبناب  تعریف  رابطۀ متعدی:

(6) ( , ) , ( , ) ( , )a b f b c f a c f      
 

 fارزی  هیند، ا ر  راب ۀ هم  Aرا  ر موعه ۀ   f ارزی:رابطۀ هم 
 انعکاسي، ماقارن و ماعدی باشد. A ر 
 

 انواع توابع

 پر ازیم. ر این بخش ب  معرفي برخي از تهابع مي

 تابع همانی 
 ك گطهریباشد، ب   ر تابعي از fا ر 

 
( )fx D f x x    

 
را تابع هعاني نامند.  رواقع تابع هعاني هر        f ر این صتتتهرگ 

ب      x د    نۀ آن  ب    بدل مي  xرا  ر  ام ند.  بارگ ك تابع     یگر 

 
 

y=f(x) 
 

 1شکل 
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 صهرگ زیر اساگهعاني ب 
 

(7) {( , ) : , }ff x y y x x D   
 

fDك  تهج  كنید،  رصتتهرتي  تابع هعاني هعان نیعستتاز ،
 ربع اول و سه  اسا. 

 

 ای صحیحتابع چندجمله
f:تابع  R R ب  معا لۀ 

 

(8) 1
0 1 1( ) ...n n

n ny f x a x a x a x a
      

 
iaك   ر آن     وn    ای صتتت یر  ر ، را تابع چندجعل

fDنامند، و   . 
 

 تابع کسری گویا
f:تابع  R R ب  معا لۀ 

 

(9) ( )

( )

g x
y

h x
 

 
)ك   ر آن   )g x  و( )h x    اند، تابع   ای صتتت یر و چند جعل

 صهرگ زیر اساگ  كسری  هیاسا.  امنۀ این تابع ب 
 

{ : , ( ) 0}fD x x h x   
 

 بر  این تهابع كاملا  ب  معا ل  تابع بساگي  ار . 
 

 یکبهتناظر یک
یک از ب را یک تناظر یک fباشد،   B ر  Aتابعي از  fفرض كنید 

A  ر B   ، هیند، ا ر اولا f  یک؛ ثانیا ،    ب  یکf  پهشتتتشتتتي، یعني

fR  B ، ؛ ثال اfD  A  .باشد 
 

 تابع زوج 
f:تابع       ب  معا لۀ y f x   هیند، ا ر   را تابع زوج 

 و فقط ا ر
 

(10) ( ) ( )fx D f x f x     
 

ها قرین   yنستتبا ب  م هر  fا ر تابعي زوج باشتتد، شتتکگ  
استتتا، زیرا  و نق ۀ    ,x f x   و  ,x f x با ب   تهج  ، 

تساوی     f x f x   نسبا ب  م هر ،y 2اند شکگ  ها قرین  
 ببینید.

 

 
 .2شکل 

 

 تابع فرد
f:تابع   ب  معا لۀ y f x  تابعي استتتا فر ، ا ر و

 فقط ا ر  اشا  باشیمگ
 

(11) ( ) ( )fx D f x f x      
 

سا،         صاگ مركز تقارن آن ا شد، مبدأ مخا ا ر تابعي فر  با
زیرا  و نق ۀ      ,M x f x    و  ,M x f x با ج  ،  ب   ته

راب ۀ     f x f x         اند. نستتتبا ب  مبدأ قرینM وM  
 اند.  نسبا ب  مبدأ ماقارن

صاگ مركز تقارن      3شکگ    شه  مبدأ مخا بببینید. ا ر تهج  



 
 این این تابع اسا.

 

 
 .3شکل 

 
ند و ن  زوج؛ مانند تابع معا ل ، برخي از تهابع ن  فر  هستتتا 

2( )f x x x اند.  ر  تتتعن   هن  .  رواقع بیشتتتار تهابع این
0y  .هم فر  و هم زوج اسا 
 

 تابع جزء صحیح
]هر  د  حقیقي بین  و  د  صتتت یر قرار  ار ،  بارگ  ]x   را

خهانند، بنا ب  تعریف برابر  xك  آن را كروشتت  یا جزص صتت یر  
 اسا باگ 

 

(12) , 1, [ ]x n x n n x n        
 

]هر تابع حقیقي ك   ر معا ل   آن  ]x  یا[ ( )]f x    وجه   اشتتا

 نامند.باشد را تابع جزص ص یر مي
 
 

 تابع مرکب

 ك گطهری اشا  باشیم، ب  gو  fا ر  و تابع 
: , :f A B g B C  

 
f,ا ر  gR D صهرگ  اریمگ راین 

( ) :gof A C 
 

gof  تابعي مركب ازA  ر C  را ببینید. 4اسا. شکگ 
 

 
 

 .4شکل 

 
 و یا ا ر س  تابع  اشا  باشیمگ

: , : , :f A B g B C h C D   
 

g,ا ر  h f gR D R D  صهرگ  اریمگ راین 
( ) :hogof A D 

 
(hogof تركیب این س  تابع، تابع مركب از )A  ر D اسا. 

سادا ه مي     صا  ا صهرگ  شه ، غالبا  ب  تابع مركب، ك   ر اقا
 زیر اساگ

عا لاگ     f ،gا ر  ب  م )تهابعي حقیقي  )z f u و( )u g x  
، zاسا پس   xتابعي از  uو  uتابعي از  zباشند، روشن اسا،    

تابع از    كب از    zیا   xتابع،  ب    xتابع مر طهركلي ا ر استتتا. 
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g fR D  صهرگ زیر اساگتابع مركب ب 
( ) [ ( )] ( )z f u f g x fog x   

 

 دنباله

 نبال  حالا خاصتتي از تابع استتا. ا ر  امن  یک تابع موعه   
 باشد، تابع را  نبال  خهانند. یعني  اریمگ ا دا  طبیعي 

 

(13) : , ( , ) : , , ( )}n n nf f n U n U U f n     
 

م لا   نبال  
2

1

1
nU

n



 صهرگ زیر اساگب ، ك  جعلاگ آن 

 

2

1 1 1 1 1
, , , ,..., ,...

2 5 10 17 1n 
 

 

 تابع چند متغیره

ناصتتتر    تب از     A ،nا ر   ن  مر 1 ا 2( , ,..., )nX x x x و ،
nA  و ،y B   ب قدار   Xازای هر ، ا ر  طبق  yیک م

 Aماغیره از  nقانهني خاص نظیر شتته ،  ر این صتتهرگ تابعي 
 نهیسندگتعریف شده اسا، و مي B ر 
 

: nf X A y B     
 
f   تابعn  ماغیره، ازA  ر B  1صتتتهرگ ، بn     های مرتب،    ان

 زیر اساگ
 

(14) {( , ) : , , ( )}nf X y X A y B y f X      
 

( )y f X  صتتهرگ صتتریر به ه و  معا ل  یا  تتاب   تابع ب
)معکن اسا ب  فر   , ) 0f X y  .عني باشد  

 صهرگ زیر اساگب  fم لا   ر تابع تهلید كاب  ا لاس،  
 

1{( , , ) : , , }f K L Y K L Y AK L     
 

نیروی كار، ماغیرهای   Lسرمای ،  Kاز، این یک تابع  و ماغیره
قگ،   تابع،    Yمستتتا ید ماغیر  قدار تهل تابع       A، م ل   عا  پارامار و م

1`Y AK L    1استتا.  ر اقاصتتا ، معا لY AK L    را
خهانند استتتا، تابع تهلید مي fك  معا ل  یا  تتتاب   تابع تهلید 

تهج  شتتته   ناصتتتر آن     fف قدیعي تابع(. ا ر ب  تابع     )تعری
3( , , )K L Y   سا. از تهابع چند ماغیره، تنها مي شکگ  ا تهان 

شکگ      شکگ تابع كاب  ا لاس را  سم كر .  تهابع  و ماغیره را ر
 ببینید. 5
 

 
 .5شکل 

 

 تابع همگن

ل       fماغیره  mتابع   تعریف: عا  1ب  م 2( , , , )mz f x x x   را
1هعگن  هینتتد ا ر  ر این تتتابع  1x x ،2 2x x  ،...،

m mx x بدل كنیم،  اشا  باشیمگ 

 

(15) 1 2 1 2( , , ) ( , , , )n
m mf x x x f x x x    

 
را  nبرابر شتتته .  nبرابر كر ه، تابع   یعني ا ر ماغیرها را  

  رج  هعگني تابع خهانند.
كاب  ا لاس را، بررستتتي         ید  تابع تهل م لا   رج  هعگني 
 كنیم،مي
 

Z AK L  
 

 :از تعریف فهق اسادا ه كر ه،  اریم
 

K L( , ) ( ) ( ) [ ]
KK K

K L K L
L L

f      
    







  

nپس تابع فهق هعگن از  رج      .اسا 
شد، و  رج  كلی  جعلاگ آن   نکته: اولا  ا ر تابعي ك یرالوعل  با

یکستتتان باشتتتد، تابع هعگن استتتا،  رج  هعگني آن،  رج   
ماغیره خ ي، ك  از مبدأ بگذر ،     nك یرالوعل  استتتا. ثانیا  تابع     



 
 یعنيگ

1

,
n

i i i
i

z c x c


  

 
( برای 15تابع هعگن  رج  یک خ ي استتتا. ثال ا  ا ر راب   )      
ب  معا ل ،  fتابعي برقرار نباشتتتد تابع هعگن نیستتتا. م لا  تابع 

y xz xe ye  هعگن نیسا، زیراگ 
 

( , ) ( ) ( )

[ ] ( , )

y x

y x n

x x
f x y x e y e

y y

xe ye f x y

 

 


    



 

 
   



 

 

 

 قضیه اویلر
)ا ر تابع   , )z f x y      یک تابع هعگن از  رجn   باشتتتد،  ر

 این صهرگ  اریمگ
 

(16) . . .
z z

x y n z
x y

 
 

 
 

 
باشتتد. برای اثباگ، راب   این راب  ، مهستته  ب  راب   اویلر مي

  یریم؛( را  ر نظر مي15)
 

( , ) ( , )nf x y f x y   
 

 یریم، ا ر فرض كنیم مشتتتاق مي از راب   فهق نستتتبا ب   
u x  وy براساس قانهن زنویری  اریمگ ، 

 
1

1

. . ( , )

. . ( , )

n
u

n
u

f u f n f x y

f x f y n f x y

  



 







    

   
 

 
قداری مي    جای  ب   تهان قرار  ا . ا ر  ر راب   فهق هر م
1   ،باشدu x  وy  شده، پس  اریمگ 
 

. . . ( , )x yf x f y n f x y   
 

 ك   ر آنگ
 

. . .x y

z z z z
f f x y n z

x y x y

   
     

   
 

 
اویلر این راب   را برای حگ معا لاگ  یدرانستتیگ هعگن و  

 (.54، ص. 1388كامگ اسادا ه كر  )پهركاظعي، 
تهان سهم هریک از  هامگ تهلید را، تعیین از راب   اویلر مي 

)كر . ا ر تابع تهلید هعگن  رج  یک باشتتتد،       , )Z f K L ،
 صهرگ زیر اسا.راب   اولر ب 

 

. .
Z Z

K L Z
K L

 
 

 
 

 

.، از  و  امگ Zمقدار م صهل   
Z

K
K




.و  

Z
L

L




شکیگ    ت

.شده اسا.   
Z

K
K




.سهم سرمای ، و  

Z
L

L




سهم نیروی كار  ر  

 اسا.  Zتهلید 
 

 تابع متجانس
)ا ر  تتاب   تابع  , )z f x y   هعگن باشتتد، هر تابع مركب ب

 معا ل گ
 

(17) ( ) ( , )u h z hof x y  
 

 را تابع ماوانس نامند.
z انیم تابع كاب  ا لاس م لا  مي  x y    .هعگن استتا

2تتتابع  5u z   2و یتتا 2 25 5u z x y       ماوتتانس
استتا. روشتتن استتا این تابع هعگن نیستتا، هرچند هر تابع  
هعگني ماوتتانس استتتتا، زیرا، كتتافیستتتتا، فرض كنیم،                

( ) ( . )u h z z f x y       وانستتتي هعگن تابع ما . بر کس هر 
 نیسا.

تابع   )ا ر  ) ( , )u h z hof x y     باشتتتد، من ني های  ماوانس 
داوتي آن،  بي )ت ) ( , )C h z hof x y   استتتتا. ا ر هر خط

شه ، این خط من ني   تداوتي را  ر های بي ذرنده از مبدأ رسم 
قاطي ق ع مي  قاطع مهازی     ن قاط ت عاس  ر ن ند. خ هط م ند.  ك ا

 روش اثباگ شبی  تابع هعگن اسا.
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