
 

 آناليز رياضي و توپولوژي

Mathematical Analysis and Topology 

شاخه    ضی  ساب      آنالیز ریا ست، که از ح ضیات ا اي مهم از ریا
دیفرانسیییو ا انراراا اسییر راه شیی.  اسییتژ  یکیلیزي ی ی از  

محض است، که از کیشرفت مفاهیمی مباحث آمیزش ریاضیات 
.یلات ها مان . فضا، بُع.، اش اا،  ب  از ه .سی ا نظریه مجمیعه 

ستژ با یجه  به رعایت مح.ادیت حجم این  اژژژ به اجید آم.  ا
کردازیم، که نیشرار، به مباحثی از، آنالیز ریاضی ا  یکیلیزي می  

اقرصادي  هايها، نظریهسازي ریاضی، نظریه بازيبیشرر در بهی ه 
رادژ بحث با مجمیعه اع.اد کار میم.رن ا اقرصییاد ریاضییی به

 شیدژآغاز می
 

 n و مجموعه اعداد حقیقی 

، گییا ، صییحی  در اقرصییاد ما از مجمیعه اع.اد، یبیعی 
، ا  یابع راي این  ا مخرلط  ، حقیقی ، اصیییم 

 ک یمژ ها اسرفاد  میمجمیعه

 

 هاي شمارا و ناشمارامجموعه
مر اهی اسیییت، اگر ع.اد ع اصیییر آن ع.د  Aمجمیعه مفراض 

اش.، ا اگر  ع.اد ع اصر آن نامح.اد باش. مجمیعه را    مح.اد ب
هاي نامر اهی شمارا یا ناشمارا، هسر .ژ    نامر اهی گیی .ژ مجمیعه

یت بین ع اصییر بهمجمیعه را شییمارا گیی .، اگر یت   ا ر یت
برقرار باشییی.، در غیر   Nاین مجمیعه ا مجمیعه اع.اد یبیعی    
 این صیرت مجمیعه را ناشمارا خیان .ژ

 

 هاعاریف کرانهت
Sاي از اع.اد حقیقی ، زیرمجمیعهS    اسییت، آن را از با

ش.، )نه لزاماً مرعلق    aکران.ار خیانیم، اگر  شره با اجید دا
 کهییري( بهSبه 
 

x S x a    
 

b، خیان .ژ اگر Sرا کرانه با ي  aدر این صیییرت    اجید
 که داشره باشیم:ییري(، بهSداشره باش. )نه لزاماً مرعلق به 

 
x S x b    

 
b          را کرانه کایین خیان.  ا مجمیعه را کران.ار از کایین گیی .ژ

 ع.اد زیادي کرانه با  ا کایین براي یت مجمیعه اجید داردژ         
S(0,1]مثاا در مجمیعه   براي        نه با ي ا  Sهمه اع.اد  کرا

0bهمه اع.اد    کرانه کایین مجمیعهS است.  
 

1aمعرفی بعضی از فضاها  

یت، مجمیعه،   ها گراهی نام ظم از ع اصیییر اسیییت که ب.ان 
ره     باط، ک ار هم قرار گرف ما اگر بر راي ع اصیییر این      ار  ن.ژ ا ا

مجمیعه نیعی عملیات جبري یا ه .سییی  عریش شییید، آن را 
یت فضیییا خیان. ، ا ع اصیییر مجمیعه را نیز نقنه نام .ژ مان . 

ع.اد حقیقی     عه ا یات       nا  مجمی ها انیاع عمل که در آن
صاد         سر .، در اقر ضا ه ش. ، یت ف ضرب،  عریش  مان .، جمع، 
از فضییاي اقلی.سییی ا یا از فضییاي برداري در  عریش  ابعی از 

مه        نا ه.ف در بر له  ابعی  فاد  می   جم یا اسیییر شیییید ریزي کی
 (ژ16-14، صصژ 1393)کیرکا می، 

 

 اي برداريفضاي خطی یا فض
که بر راي آن اعماا    اي اسیییت، مجمیعه Fیت می.ان مان .      

شان در         شبیه چهار عمو مر ا ر سیم  ضرب ا  ق ضو،  جمع،  فا
ک .، ع اصیییرش را اسییی الر      اع.اد حقیقی  عریش ا عمو می  

 خیان .ژ

 

 فضاي متریک
عه دلخیا    Aاز  d،  ابع حقیقی   Aدر مجمی A  را  در

 ، در سه شرط زیر ص.ق ک .:dکه ییري عریش کرد ، به
 

(1) 
1) ( , ) 0, ( , ) 0

2) ( , ) ( , )

3) ( , ) ( , ) ( , )

d x y d x y x y

d x y d y x

d x y d y z d x z

   



 

 

 
را مرر یا مرریت ا  dرا فضاي مرریت خیان .   Aدر این صیرت  

( , )d x y      را فاصیییله دا نقنهx  اy  درA A   گیی .، ا این
)فضاي مرریت را به  , )A d ده .ژنشان می 

 

 تعریف مجموعه کراندار
)فضیییاي مرریت    , )A d گیریم، هر زیرمجمیعه  را در نظر می

، از این فضاي مرریت را کران.ار گیی .، اگر هر دا نقنه  Sمان . 
x,دلخیا   y   ضا را در نظر بایرییم )از این ف , )d x y    صله یا فا

نهایت باشیی.، مجمیعه را آن مح.اد باشیی.ژ اگر این فاصییله بی
فضییاي با مرریت   بی ران خیان .ژ در، مجمیعه اع.اد حقیقی 
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,1]( کران.ار است الی  -1،5فاصله دا نقنه، زیرمجمیعه )  ] 
 بی ران استژ

 

 دارفضاي خطی نرم
ا مب.أ یع ی  Xمفراض، فاصییله اقلی.سییی بین  nدر  Xنقنه 

( ,0)d X   ی.سیییی به    Xنرم اقل ن.  ا  نشیییان داد  ا  Xخیا
( , )d X Y  را بهx y ده .ژ اگر نشان میX  اY  دا نقنه در

n  ا یان ثابت کرد که براي نرم  راحری میباشییی. به 
 اقلی.سی، داریم:

 

(2) 
1) 0, 0 0

2)

3) .

X X X

X Y X Y

X X 

   

  



 

 

 ساختار توپولوژیک یک فضاي متریک

باز،    مفاهیم درهم  ریشیییه درعمیمی   یکیلیزي   ی.ة مجمیعة 
 مهم از آنها داردژ هاییمجمیعة بسره ا نقنة ح.ي اژژژ اسرفاد 

 

 تعریف همسایگی و نقاط داخلی و مرزي
)با مرریت  Aفضیییاي مرري  , )d x y،0، یت  همسیییایای ،

xنقنه  Xمیعه زیر است:، مج 

 

(3  )  ( ) , ( , )N x y A d x y    
 

ضاي مرریت     مثلاً یت  سایای در ف صله دا   2هم با مرر فا
 3، یا در ا شعاع  xاي به مرکز نقنه،  مام نقاط داخو دایر 
 استژ ا شعاع  xنقاط داخو یت کر  به مرکز 

 
 تعریف مجموعه باز

)، با مرر Aاي از یت فضییاي مرریت زیرمجمیعه Sاگر  , )d x y 
xرا یت مجمیعه باز گیی . اگر براي هر Sباش.،   S   یت 

 که داشره باشیم:ییريهمسایای اجید داشره باش. به
 

(4) ( )N x S


 
 

 تعریف نقطه داخلی و مرزي
)، با مرر Aاي از یت فضییاي مرریت زیرمجمیعه Sاگر  , )d x y 

ش.، نقنه   خیان . اگر ا فقط اگر،  Sرا نقنه داخلی مجمیعه  xبا
 اجید داشره باش.، یع ی: Aکه   ها به  xهمسایای از  یت 

 
( )N x S


 

 
)گیی . ا به    Sرا درانی  Sمجمیعه نقاط داخلی مجمیعه     )I S 

شان می  ست که داریم،    ن شن ا )ده .ژ را )I S S اي مجمیعه
 را باز خیان . اگر، Sمان . 

 
( )I S S 

 

 فضاي توپولوژیک
)یت زاه  , )A T که ، فضییاي  یکیلیزي خیان .، درصیییر یA 

عه ا     عه Tیت مجمی باز    ؛ کلاسیییی از زیرمجمی از  iAهاي 
 که داراي شراط زیر باش.:ییريبید ، به Aمجمیعه 

 

(5) 
1

1

1) ,

2)

3)

n

i i
i

n

i i
i

A T

A T A T

A T A T









   

   

 

 
صیرت کلاس   صر   Aرا یت  یکیلیزي در  Tدر این  گیی .ژ ع ا

A را نقاط فضاي  یکیلیزي نام .ژ 
 

 تعریف مجموعه فشرده

)فضیییاي مرریت    , )A d گیریم، هر زیرمجمیعه  را در نظر می
شرد  گیی .، اگر اا ً کران.ار      Sمان .  ضاي مرریت را ف از این ف

0ا ثانیاً بسره باش.ژ یت       باز است، کس   2همسایای در
 ، فشرد  استژ[5,10]فشرد  نیست الی فاصله 

 
 تعريف نقطه حدی

)یت فضیییاي مرریت    زیرمجمیعه باز از   Sفرض ک ی.   , )A T 
ش.ژ نقنه   شید اگر براي هر  نامی.  می Sیت نقنه ح.ي  0xبا

0   0همسییایایx . نقنه دیاري مان ،x از مجمیعه ،S  در
)آن باشییی.ژ مثاا: فضیییاي مرریت      , )T  ،.را در نظر بایری ،

باز     عه  Sهرمجمی      نه ی.، نق 0xرا در نظر بایر S  یت
نقنه ح.ي اسیییتژ براي ملاحظه کابرد این مفاهیم انرزاعی از       



 
صاد را در )    ضیات در اقر -Sydsaeter et al., 2008, pp. 484ریا

 حظه ک ی.ژ( ملا492
 

 تحدب و تقعر

باشییی .، ب ابه  عریش  رکی         nدا نقنه در   2Xا  1Xاگر 
 که:ییريبه Xاي است مان . مح.ب این دا نقنه، نقنه

 

(6) 1 2(1 ) ,0 1X X X       
 

سمت  به ، ا اگر 2Xسمت  به Xبه صفر نزدیت شید    اگر 
 شیدژ نزدیت می 1Xسمت به Xیت میو ک . 

 

 هاي محدب و مقعرمجموعه
عه   عه   Sمجمی ح.ب گیی .       nزیرمجمی عه م یت مجمی را 

 گر،ا
 

(7) 1 2 1 2 1 2, , (1 )X X S X X X X X S         
 

اي مفهیم ه .سییی  عریش فیق آن اسییت که اگر مجمیعه  
مح.ب باشیی.، هر دا نقنه دلخیا  که در آن انرخاب شییید کلیه  

 است،  Sنقاط بین این دا نقنه مرعلق به مجمیعه 
 

 
 .1شکل 

 
S ،2S، مجمیعه 1ش و   مح.ب استژ 
اي که مح.ب نباش.، مقعر استژ در مجمیعه مقعر    مجمیعه 

 داریم 
 

(8) 1 2 1 2 1 2, , (1 )X X S X X X X X S         
 

S  ،2S، مجمیعه 2ش و   مقعر استژ 
 

 
 .2شکل 

 
3 2, ,  ان.ژهاي مح.بمجمیعه nییرکلی ا به ,

 
 فرینتعریف نقطۀ 

ایست از مجمیعه، که نریان آن ، نقنهAنقنه فرین یت مجمیعه 
شان داد،    را به صیرت  رکی  مح.ب از دا نقنه آن مجمیعه ن

سر .ژ مجمیعه   ضلعی رئیس، نقاط فرین ه اي مثلاً در چ . یت 
میک.اً مح.ب است که اا ً مح.ب باش.، ثانیاً  مام نقاط مرزي   

2مان .  3آن فرین باش.ژ یت کر  بسره در    2 2 2x y z r   
یت مجمیعه اکی.اً مح.ب استژ الی  مام نقاط داخو ا اضلاع 

 یت مربع مجمیعه مح.ب است، الی میک. نیستژ
 

 توابع محدب و مقعر

مرغیر       n ییابع   تعريف:    y f X،nX      در مجمیعییه
D،nDمح.ب    عریش ش. ، این  ابع در  ،D  اکی.اً مح.ب

 است، اگر 
 

(9)

1 2 1 2 1 2, ( (1 ) ) ( ) (1 )f( )

0 1

X X D f X X f X X   



       

 
 

اکی.اً مقعر اسیت اگر جهت نامسیااي عیض    Dا  ابع اکی.اً در 
 شید یع ی 

 

(10)
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1 2 1 2 1 2, ( (1 ) ) ( ) (1 )f( )

0 1

X X D f X X f X X   



       

 
 

 
 )الف(

 

 
 )ب(

 .3شکل 

 
 ب( اکی.اً مح.ب استژ 3الش( اکی.اً مقعر ا ) 3ش و  ابع )

 

 تعریف توابع شبه محدب و شبه مقعر
مرغیر   n ابع   تعريف: y f X ،nX      در ناحیه مح.ب

D ،nD عریش ش. ، شبه مح.بست، اگر  ، 
 

(11)

1 2 1 2 1 2, [ (1 ) ] [ ( ),f( )]X X D f X X Max f X X       
 

 این  ابع شبه مقعر است، اگر داشره باشیم:
 

(12)

1 2 1 2 1 2, [ (1 ) ] min[ ( ),f( )]X X D f X X f X X       
 

ش.،  ابع       شره با سااي در رابنه فیق اجید ن.ا اگر علامت  

 اکی.اً، شبه مح.ب ا شبه مقعر استژ  
 

 
 .4شکل 

 
شبه مح.ب        4ش و    ضم اً اکی.اً  ست،  سهمی، اکی. مقعر ا

هسییت زیرا در  عاریش  نیز بید ، در ضییمن اکی. شییبه مقعر نیز 
 ک .ژ( ص.ق می12( ا )11)
 

 
 .5شکل 

 
ش و    شبه مح.ب     5 ابع  ست، الی هم  مح.ب ا مقعر نی

 است ا هم شبه مقعر، استژ
 

 نقطه ثابت

یو              چارلز ام بار ه ري کیان ار  ا  بت را االین  ثا نه  حث نق ب
ضیه نقنه ثابت      سرفاد  کردن.ژ ق سیو ا کی ارد در معاد ت دیفران
براار، ی ی از دسرااردهاي االیه  یکیلیزي در ااایو قرن بیسرم 
ش. ، ا در       ضایاي عمیمی نقاط ثابت دیار  ساس ق  عریش ا ا

 آنالیز ریاضی کاربردهاي مهم داردژ 
f:مرغیر   n ابع حقیقی   تعريف نقطه ثابت يک تابع:      A B 

Aکه،  ییريبه  B         نه بت این  ابع نق ثا نه  X*نق A 



 
 است، اگر داشره باشیم:

 

(13) * *( )f X X 
 

ضاي    212q ابع  قا p   ست، آیا در این  ابع ، مفراض ا
ضا یع ی،   نقنه qاي اجید دارد، که عرضه برابر  قا p   ش.؟ با

 کاسخ ساد  استژ
 

2
2 212

10 12 0 3
q p

p p p p p
q p

  
        


 

 
3pکس داریم،  q         نه عادا بید ، نق نه   که نق نه  ژ این نق

 ثابت  ابع فیق استژ
بت            ثا نه  ع.ي نق یت ب *در فضیییاي  *( )f x x   ازنظر

ش و        ست،  ساز ربع ااا ا سی، محو  لاقی  ابع با نیم را  6ه .
 ببی ی.ژ

 

  
 

 . 6شکل 

 
در ریاضییی نقنه ثابت براي نشییان دادن اجید جیاب، در   

شیییدژ در اقرصییاد، یت دسییراا  معاد ت غیرخنی اسییرفاد  می
ضایاي نقنه ثابت   ضمین اجید  عادا در    ق شرر ااقات براي   بی

به     م.ا  ی.    ,Arrow and Intriligatorراد )کار می هایی کیچ

2019, pp. 49-50       نه که دا نق بت اجید دارد،  ثا نه  (ژ انیاع نق
 شیدژثابت که در اقرصاد کاربرد دارد، معرفی می

 

 قضیه نقطه ثابت بروور
 Aاسییتژ اگر اجید نقنه ثابت براار یت قضیییه در  یکیلیزي 

 ابعی   fباشییی. ا   nیت زیرمجمیعه مح.ب ا فشیییرد  از    
f:صیییرت، کییسییره به A A  باشیی.، آناا  ح.اقو یت نقنه

*ثابت nX A   که داریم:ییرياجید دارد، به 
 

(14) * *( )f X X 
 

ضاي       ضا در ف ضیه برااربا مثاا قبلی در میرد  ابع  قا مفهیم ق
یت بع.ي راشیین اسییتژ در میرد مثاا قبو آیا  ابع  قاضییا در 

[0,1]:فاصیله   [0,1]f    داراي نقنه ثابت اسیت؟ جیاب م فی
q[11,12]، داریم، p[0,1]که  اسیییت، زیرا ه اامی   در  سک

 یان این فاصله  عریش ش. ، نقنه ثابت براار اجید ن.اردژ می  
[2,4]:فاصله را  غییر داد مثلاً   [2,4]f     مسئله جیاب فیق را

 داردژ
 

 نقطه ثابت کاکوتانی
نقنه ثابت براار براي  یابع کییسییره در دام ه خاب بید ، نقنه 

شیزا کاکی انی ا ثابت کاکی انی  عمیم نقنه براار است  یسط 
 ده.ژصیرت   ا ر  عمیم میاي ا بهآن را براي  یابع مجمیعه

ضیه   شرد   زیرمجمیعه Aفرض ک ی.  :1ق اي، نا هی، مح.ب، ف
)باش.، ا   nاز )f X  ا ري از  A اي، بسره، از   به زیرمجمیعه
A  ً باشییی.ژ اگر اا( )f X  براي هرX  ازA اي نا هی ا مجمیعه

یاً  ابع         ثان باشییی.  با          fمح.ب  ره از  مه کییسییی یا نی به  شییی
( باشیی.، در این صیییرت 12-11، صییصژ 1386)ای رریلیایریر، 

بت            f ابع   ثا نه  یت نق قو  ح.ا  ،*X  درA  ،دارد، یع ی
* *( )f X Xژ 

 یان از قضیه نقنه ثابت  به  عریش   ا ر، میاا ً با یجه :1نکته 
کاکی انی، به قضییه براار رسیی.ژ ثانیاً اثبات این قضییه را براي    

ع.ي می       یت ب لت  ظه کرد ) حا  ,.Sydsaeter et al یان ملاح

2008, pp. 513-514ژ) 
ضیه نقنه ثابت    : 2نکته  ضیه نقنه ثابت براار ا، ق کاربردهاي ق

کاکی انی، براي اثبات اجید  عادا عمیمی در اقرصییاد بازار، در 
(Arrow and Debreu, 1954, pp. 265-290 ا، اجید  عادا در )

صاد مبادله  -Sydsaeter et al., 2008, pp. 515اي را در )یت اقر

ضی 518 ه براي  یصیش  عادا  ( ملاحظه ک ی.ژ جان نش از این ق
ضیه در نظریه بازي   نش در نظریه بازي سرفاد  کردژ این ق ها ها ا

 (ژBorder, 1989اي کی.ا کرد )ا اقرصاد کاربردهاي گسررد 
 

 شناسیکتاب

) رجمه مژ حژ کیرکا می(ژ  سازي ریاضیبهی ه(ژ 1386ای رریلیایریر، مژ دژ)
 دانشاا  شهی. بهشریژ

ژ سازي کییا، ک ررا بهی ه ا کاربردهاي آن بهی ه (ژ1393کیرکا می، مژ حژ )
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 دانشاا  شهی. بهشریژ
ضیات عمیمی کاربردهاي آن  (ژ 1396کیرکا می، مژ حژ ) شر  2)هژ ریا (ژ ن

 نیژ
شرفره ا کاربردهاي آن    (ژ 1398کیرکا می، مژ حژ ) صادفی کی فرای .هاي  

 ژ سمتژ)در اقرصاد، م.یریت ا مه .سی مالی(
 (ژ حفیظژ2)هژ  آنالیز ریاضی(ژ 5138حسی یین، عژ رژ )

) رجمه اژ  آشیی ایی با  یکیلیزي ا آنالیز نیین(ژ 1393سیییمینز، هژ فژ )
 نی  ام(ژ مرکز نشر دانشااهیژ

) رجمه نژ مه.اي   ریزي خنی ا غیرخنیبرنامه(ژ 1394لیئ برگر، دژهژ )
 امیري ا مژ حژ کیرکا می(ژ دانشاا  ص عری شریشژ
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