
 
 

سااا ي ياياي   فرايندهاي تصااايفو ب ينهن    

 تصايفو

Stochastic Process and Stochastic 

Dynamic Optimization 

های فرايندهای تصااایفن عی ن ام غيرهرهای تصااایفن يا يي  ن
فهلير شااد ک تیري   خاص اساا ک  د یی يف فیااای الي ا   

ها يد   ي ای ي يییس های غالنک  سااا   شاااییم اغريم ک لیم غن
س م اين          شد  ا شد ي ترههرات ميایی یی آعها ايجای  سر   ی

ياسطد ايزایهای غدین غالنک پديد آغد  اس م    ترههرات سريعک يد 
ای ام فرايندهای تصااایفنک ي  ایيریهای يا اساايدای  ام غج ی د

شاااییم اين  ها يرای اين ايزایها اعجام غن   ی ذای آنک اعیاع قه   
ضهات غالن غن  سئلد يههند غج ی د یا یيا سامی  عاغندم یی لل غ

سامی   یيیم یی لل غسائل يههند  ای غنپیياک لسايان غی یلنک يد 
پیيای تصااایفن ام لسااايان تصااایفن  د اساااس آن فرايندهای  

 شییمتصایفن اس  اسيدای  غن
 

 ساختارهای اطلاعاتی
یای ع یعد عاغهد  ي يد     له صایفن یاک ف  Sد عيايج يف آمغايش ت

شان غن  آغدک یهندم هر ميرغج ی د ام فیای ع یعد یا يف پهش ع
سن ام ميرغج ی د  یای ع یعد  يا لایثد  یيندم  لا یاک  Sهای ف

(ک ي یی غالنک -عشان یای  ي یی ایيهات الي ا ک آن یا )جبر Fيد 
 یایای خیاص مير ياشد: Fخیاعندم ساخيای اطلا اتن غن
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 Fک يف سااااخيای اطلا اتن    S: يرای هرافرام ام غج ی د  1عکيد  
 يجیی یاییم 

يا   يرين اطلا ات یا سااااخيای         2عکيد   : سااااخيای اطلا اتن 
Bعشان یای ک ي  Bاطلا اتن يیی   یيند ي يد  F م 

 

 متغیر تصادفی

)فیااای الي الن  , , )S F P هريمک ا ر یا یی عظرغن X  يف تايع

 صییت مير ياشدکک يدnک یی Sلقهقن تیري  شد  ام 
 

(2  ) : , 1,2,3,...,nX S n n  
 

ای ام ا دایی لقهقن اساا م يری اين  ک غج ی دXیی آن يری تايع 
)تايع یا غيرهر تصاااایفن یی فیاااای الي ا   , , )S F P  خیاعندک

)ک Sامای هر يینن يد )X   يف  دی لقهقن اس ک( )X  
س        صایفن غ کن ا صایفن خیاعندم اين غيرهر ت یا يف غيرهر ت
صایفنک اعیاع تیايع           شدم يد   ف غيرهر ت سيد يا س سيد يا   پهی
گالن             تايع چ تايع الي ا  ي  تايع تج ینک  لدک  الي ا ک امج 

هد یياضااانممم ي تیميع     ندک ي     الي ا ک اغ غاع رعیلنک های الي ا ک 
شااایی ایک پیاساااینک عرغا ک لیر عرغا کممم تیري  غن  یيج لد 

(م آشااناين يا اين  79-111ک صاا م 1387)ييعا   ي ييعا  ک 
 هاک يرای غطالید اين عیشيای ضريیيس م  تیايع ي تیميع

 

 گام تصادفی

يا  ام يریایی تصااااایفنک يکن ام غهم     ترين  ام تصااااایفن 
صایفن مغان  س ک      -فرايندهای ت سيد ا س صایفن     اين فرايند ت

 ذایی اعیاع اخيهایها ي یی    ای یی قه   صاااییت  سااايری يد 
ک  1384یيی )ها ک   ذایی غالن يد  ای غن    ساااامی سااارغايد  غد  

(م یی ضااا ن يد   ف آنک لر   يرايعن     424-404صااا م 
 شییمساخيد غن

فرض  نهم يف جساام یی يضاایه  صاادر قرای یاییم یيی   
,0]مغاعن  ]T  یا يد تیدایn  1 ام غسااايیک يد اعدام  مغان 0t  

 ندک یی هر تقسهم  ری ک اين جسم ام يضیه  صدر لر   غن     
صلد مغاعن   سم يد اعدام   1t ام يا فا  pيالدک يا الي ا   1hک ج

1ک يد الي ا  2hيالا ي يا يد اعدام   p آيدم ا ر پايهن غن( )X t 
سم یی مغان     ضیه  ج صییت     tع ايش ي شدک یی اين  )يا )X t 

0tیی  1ک 1,..., 2 ,t T t t t t        يااف یعبااالااد ام غيرهرهااای
 سااساايد يیی   د آن یا  ام تصااایفن  -تصااایفن يايساايد مغان

  یيندم
 

 سازی تصادفیمسئله بهینه

صایفنک یی يههند  صایفنک يا    يکن ام  ایيریهای فرايند ت سامی ت
  نير  يههند تصایفن اس م

ساااامی پیيا ي غسااائلد  نير ک یایای تایيلاند طیلاعن يههند 
ضیع     س  ي اين غی شدم اين       ا شريع  ساب ترههرات  اييدا يا ل

های پاياعن قرن هددهم يا غساائلد هم غطهطن یی يلاش یی سااا 
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عشان یای  شد ک  1یياضن شريع شدم یی اين غسئلد  د یی شکل 
)غیایلد غنطنن  )y f x     چگیعد ياشد تا غسال  غطصییS ک

 ک ثاي  ياشدمABض آعکد طی    ان غا زي م  رییک يا فر
 

 
 .1شکل 

 
 سامی مير لل شییميايد غسئلد يههند
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ای ام لل اين غساائلد قري  چهل سااا  طی   شااهدک ي شاااخد 

یياضهات يد عام لساب ترههرات تیسط یياضهداعان يزی ن غاعند 
ئل           لل اين عیع غساااا جای ي  ياً لا راع ک اي هاي عدی ي ع اييلرک ل ا

پذير شاادم  ایيری لساااب ترههرات یی اقيصااایک یی سااا   اغکان
ط   نیانک پ       1924 لد جنک سااانک ايعتک ت قا يف   يا غ ياين  ی

اعطصااای ر شااريع شاادم اي یی اين غقالدک يا اساايدای  ام یي    
سیی       سهر يههند قه   یا چنان تیههن  ری تا  ساب ترههرات غ ل

(م یی 70-68ک ص م  1393اعطصای ر يهشهند شیی )پیی اظ نک    
فراعف یغزی یی غقالد غیريف خییک تط   نیانک  1928ساااا  

رات اساايدای   ریم اعدامک ام لساااب ترههيف عظريد یياضاان پت
س       اين غقالد یا غن صایی یاع شد اقي تیان غبنای جديد عظريد ی

عگک    ها لد ام   116-111ک صااا م 1387)چ قا (م اي عهز یی اين غ
 1950-60های یي  لساب ترههرات اسيدای   ریم یی یهد سا 

يا تیري  غساائلد  نير  يههند ي لل آن يد یي  اصاال غا زيم  
ش ند     سط پیعيری ا هنک یاع سن ي یي  يرعاغد تی یيزی پیيا یي

شدم یی       سائل جديد  نير  يههند ایائد  سط يل ن اغريکاينک غ تی
لال   لنک غسئلد  نير  يههندک  د غیسیم يد غسئلد  نير  يیلزا    

س ک غن  سهرهای مغاعن يههند غيرهر  نير   ا )*خیاههم غ ),u t  ي

)*غيرهر يضاایه ک  )x t   یا چنان تیههن  نهم تاک تايین هدف مير
 عسب  يد غیایلد لر   آنک يهشهند ياشدک يینن:

 

(4  ) ( , , ) ( , ( ))
T

u
t

MaxZ I t x u dt F T x T  

 . ( , , )s t x f t x u 
 

صل غا زي م پیعيری ا هن   غسئلد  نير  يیلزا يد یي    های ا
شااییم اساايدای  یيزی پیيای یينایی يل ن لل غني یي  يرعاغد

سير          ام ص    ش صای ي غديري ک ام یهد   نير  يههند یی اقي
سيدای  ام  نير  تصایفن یی اقيصای     1393ياف  )پیی اظ نک  (م ا

ای ام ي غديري  ام قري  پنجا  سااا  پهش شااريع شاادم ع یعد 
صایفن یا یی چاپ اي   ياب يرعاغد    سئلد  نير  ت یيزی پیيای غ

يشاااکل ام  ک ه ايشااان غ 1972تیان یيدم یی غا  غن ساااا    غن
اقيصااییاعان ي غهندساهن  نير ک یی یاعشاگا  پرينسايین ترته      
یای  شااادم هدف اصااالن اين  ندراعتک تطقهم یی مغهند اغکان  

های  نير  تصاااایفن ) د یی غهندسااان     اجراين يیین تکنهف 
صای يیی )    سير  يافيد( یی اقي  Kendrick, 2005 م اغريم  يید)

اسيدای  ام  نير  تصایفن یی   ام   ير ام پنجا  سا  ام آن تایيخک  
الیای  يافيد اساا م يرای اساايدای  ام اين  اقيصااای  سااير  فی 

صایفن يايد يا اعيگرا    يلاش  لاي  شناين يا  نير  يههند غهرت ير آ
 اييی ي غیایلات یيدراعسهل تصایفن لامم اس م

 

 تعریف مسئله کنترل تصادفی
ن يايسيد يد مغان اصیلاً یی غالن ي اقيصایک غا يا غيرهرهای تصایف

یي هسيهمم لا  ا ر غيرهرهای    د فرايندهای تصایفن يیی ک یييد 
ه      لد غيرهر يضااای )فی  امج  )X t    يا غيرهر  نير )ي  )U t 

ياشدم فرض فرايندهای تصایفن ياشندک غسئلد  نير  تصایفن غن  
ساااخيای   tBاطلا اتن ي  ساااخيای Fفیااای ع یعد ي  S نهم غن

اعدام  الي ا  ياشد یی فیای الي الن     Pاطلا اتن فهلير شد  ي  
( , , , )tS B F P ک( )X t  ک فرايند تصایفن ي( )W t  لر   يرايعن

د  نير  اسااياعدایی تیري  شااد  اساا م یی لال   لن غساائل  
تصاااایفنک تايین هدف ميرک يايد عساااب  يد قهد آعکد غیایلد             



 
 لر   اس  يهشهند شیی:
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. . ( ) ( , (t), ( )) ( , ( ), ( )) ( )
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T

U
t

Max Z E I t X t U t dt F X T T

s t dX t f t X U t dt t X t U t dW t

X X



 
  
 
 

 





 

 
( )dX t  ي( )dW t     های تصااااایفن ند )ع یی ام فراي )X t  ي
( )W t            اسااا م یی غیایلد لر  ک  د يف غیایلد یيدراعساااهل

)تصاااایفن اسااا ک  , ( ), ( ))t X t U t  ک عرخ اعيظایی ترههر غيرهر
)يضااایه  اسااا  ي  , ( ), ( ))t X t U t  ج لد اخلا  يیی   د يد

)فرايند يرايعن  )W t      يايسيد اس م یی اين غسئلد يايد غيرهرهای
)* نير   )U t   ي غيرهر يضااایه*( ),X t  یا چنان تیهن  نهم تا

 تايین هدف فی ک عسب  يد غیایلد لر   يهشهند شییم
 

 معادله بلمن تصادفی
های غلايل  قايل لل اس م  ( يد یي 5غسئلد  نير  تصایفن )  

يد آن  امج لد یي  غیایلد يل ن تصااایفنک  د یی اين عیشاايای 
  1997پریاميمم یي  یيگر یا آعاسياميیس مپاپایيت یی سا  غن

 -ژا یين -ای شاابهد هاغهليینام غیایلد يل ن تصااایفن يد غیایلد
يل ن غهرتصااایفن یسااهدک  د ام اين یي  عهز يرای لل  نير   

سيدای  غن    صایفن ا سئلد  نير  يههند      يههند ت ساس لل غ شییم ا
سهل تصایفن اس م يرای     تصایفن غبينن لل ير غیایلات   یيدراع

صییت لل غسئلد  نير  تصایفنک ام غیایلد يل ن تصایفن  د يد
 شییممير اس ک اسيدای  غن
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( , ) [ ( , , ) ( , ) ( , , )

1 ( , , ) ( , )]
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t x
U
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Z t X Max I t X U Z t X f t X U

t X U Z t X

   

 

 
جای  یيزی پیيای تصاااایفن یی غیایلد يل ن يد     یی یي  يرعاغد  

, ,I f    آنک  ام صییت غسئلد غقدای قرای یای  ي ام*U   یا چنان
 u نهم  د اين غیایلد غا زي م ياشاادم يینن عسااب  يد  تیههن غن

 غشيم جزئن  رفيد )شرط لامم غرتبد اي (ک یایيم:
 

2

[ ( , , ) ( , ) ( , , )

1 ( , ) ( , , )] 0
2

x

xx

I t X U Z t X f t X U
u u

Z t X t X U
u


 
 

 






 

 
xx,ي  Xک tيرلساا   U*ام اين غیایلد غقدای  xZ Z  ک غطاساابد

سب  يد    غن شيم غرتبد     Uشییم غا زي م يیین ع سبد غ یا يا غطا
( غقدای قرای  6یی یايطد ) U*جای  نهمم سپت يدیيم يریسن غن

یای  يد يف غیایلد یيدراعساااهل يا غشااايقات جزئن تصاااایفن         
 U*شیی یی یايطد  غطاسبد غن  Z*یسهمک ام لل اين غیایلد  غن

س  آغد  يیی يد  د قبلاً يد غقدای قرای یای ک ام غیایلد   Z*جای ی
ند غيرهرهای          لد لر   غساااهرهای يهه یای )*اخهر ي غ ),X t  ي

)*سپت  )U t آيدمیس  غنيد 
 

 مسئله خودگردان و ارزش فعلی
rteا ر غسااائلد  نير  تصاااایفن يدين یی عظر  رفين  اغل        

شدک يینن یی تیايع     سبد ایم  فیلن( خیی ریان يا  I)يرای غطا
سئلدک افم عاغطديیک   tي غیایلد لر   غيرهر  يجیی عداییم پت غ

 صییت مير اس :ي يد
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rt

t

Max Z E I X U e dt

S t dX f X U dt X U dW

X t X






 





 

 
تر ییآيییم غیایلد يل ن   صاااییت ساااای تیان يد غسااائلد یا غن 

  هريم یایيم:( یا یی عظر غن6تصایفن )
 

 

2

'

'

2

( , ) , ( , )

( , ) 1
( , ) ( , )

2

rt
x

t
U

x

I X U e Z X t f X U

Z X t Max E
X U z X t

  
 

 
 
  

 

 
rteيد ج لد   ياتیجد       قدان آن یی یی ج لد اي  طرف یيم ي ف

)تیان ترههر غيرهر هاک غنساااير ج لد , ) ( ) rtZ X t V X e ک یایم
صااییت يف غیایلد يا اين ترههر غيرهر غیایلد يل ن تصااایفنک يد

صییت  تر اس ک يد یيدراعسهل تصایفن غی یلن  د لل آن سای    
 آيد:مير یی غن

 

(8)21
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

2u
rV X E Max I X U V X f X U V X

 
    

 
 

 
( اس ک لذا يرای  7صییت خیی ریان ) یی اقيصای غسائل غالباً يد  

 ( اسيدای   ریم8يهير اس  ام غیایلد ) لل آعها
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